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Изолированные квантовые системы

I Квантовая система — гильбертово пространство H (напр., Cd)

I Квантовое состояние — положительный оператор (матрица
плотности) ρ > 0, Tr ρ = 1

I Динамика: ρt ,
уравнение фон Неймана (квантовое уравнение Лиувилля)

ρ̇t = −i [H, ρt ],

H — гамильтониан (самосопряжённый оператор в H ),
[A,B] = AB − BA.



Динамика открытых квантовых систем

Уравнение Линдблада:

ρ̇t = −i [H, ρt ]+

+
∑
k

(
LkρtL

∗
k −

1

2
{ρt , L∗kLk}

)
,

где
[A,B] = AB − BA,

{A,B} = AB + BA.

Строгий вывод: Davies (1974),
Accardi, Lu, Volovich “Quantum Theory and Its Stochastic Limit” (2002),
И.В. Волович, С.В. Козырев, А.Н. Печень.
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Уравнение Линдблада

ρ̇t = −i [H, ρt ] +
K∑

k=1

(
LkρtL

†
k −

1

2
{L†kLk , ρt}

)
≡ L(ρt),

Боровские частоты: Ω = {ε′ − ε| ε, ε′ ∈ specH, ε 6= ε′}

Lk =
∑

ε,ε′∈spec H: ε′−ε=ωk

PεLkPε′ ,
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Вопросы

ρ̇t = −i [H, ρt ] +
K∑

k=1

(
LkρtL

†
k −

1

2
{L†kLk , ρt}

)
≡ L(ρt),

1. Каковы стационарные состояния?
2. Декогеренция: верно ли, что PερtPε′ → 0, ε 6= ε′, при t →∞?



Теорема
Пусть для любой пары векторов φ, ϕ существуют (возможно
повторяющиеся) операторы Линдблада Lk1 , . . . , Lkn , что

(ϕ, Lk1 , . . . , Lknψ) 6= 0

Тогда имеет место декогеренция:
PερtPε′ → 0 при t →∞, ε 6= ε′.

Идея доказательства (для невырожденного спектра):

ρ̇εε′ =
∑
ω

ρε+ω,ε′+ω

(∑
k

Lkε,ε+ωL
k
ε′,ε′+ω

)
−ρεε′

∑
k,ω

|Lkε−ω,ε|2 + |Lkε′−ω,ε′ |2

2

Динамика внедиагональной части оператора плотности не зависит от
диагональной,

Lkε−ω,εL
k
ε′−ω,ε′ 6

|Lkε−ω,ε|2 + |Lkε′−ω,ε′ |2

2

ρ̇(i) =
∑
j

q+
ij ρ(j) −

∑
j

q−ji ρ(i),

∀(i)
∑

j |q
+
ji | <

∑
j q
−
ji . Функция Ляпунова

∑
(i) |ρ(i)|.
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Следствие

В условиях теоремы нахождение стационарных состояний для
систем с невырожденным спектром и связным графом сводится к
нахождению стационарных состояний классической цепи Маркова.
Стационарное состояние единственно, есть явная формула (на
основе теории графов).



Нахождение стационарных состояний с помощью
исследования функционала производства энтропии



Уравнение Линдблада

ρ̇t = −i [H, ρt ] +
K∑

k=1

(
LkρtL

†
k −

1

2
{L†kLk , ρt}

)
≡ L(ρt),

Боровские частоты: Ω = {ε′ − ε| ε, ε′ ∈ specH, ε 6= ε′}

Lk =
∑

ε,ε′∈spec H: ε′−ε=ωk

PεLkPε′ .

Для каждого k существует k̃ :

ωk̃ = −ωk ,

Lk̃ =
√
πkL
†
k ,

πk̃ = π−1
k ,

˜̃k = k .

Тепловой резервуар с обратной температурой β: πk = e−βωk



Производство энтропии

Π(ρt) = − d

dt
S(ρt) +

∑
k

Tr L†kLkρt lnπ−1
k =

= −TrL(ρt) ln ρt +
∑
k

Tr L†kLkρt lnπ−1
k ,

где S(ρ) = −Tr ρ ln ρ (энтропия фон Неймана), Lk̃ =
√
πkL
†
k .

Теорема
Если Π(ρt) можно представить в виде

Π(ρt) = − d

dt
S(ρt‖ρst) = TrL(ρt)[ln ρt − ln ρst]

где S(ρ‖σ) = Tr ρ ln ρ− Tr ρ lnσ (квантовая относительная энтропия),
ρst — некоторое стационарное состояние уравнения Линдблада, то
стационарность состояния ρ эквивалентна следующему условию:

∀k Lkρ = ρLkπk .



∀k Lkρ = ρLkπk .

Если ρ =
∑

i piPei , то эквивалентно:

pj
pi

= πk ∀(i , j , k) : Lkij 6= 0

.



Спиновая цепочка с резервуарами на концах

H = εaa
†a + εbb

†b + ν(a†b + ab†),

C2 ⊗ C2, a = |0〉 〈1| ⊗ I , b = I ⊗ |0〉 〈1|, |0〉 〈1| =

(
0 1
0 0

)
,

|0〉 =

(
0
1

)
, |1〉 =

(
1
0

)

ε00 = 0, |e00〉 = |0〉 ⊗ |0〉 ,

ε01 =
1

2

(
εa + εb −

√
∆ε+ 4ν2

)
, |e01〉 = cosα |0〉 ⊗ |1〉 − sinα |1〉 ⊗ |0〉 ,

ε10 =
1

2

(
εa + εb +

√
∆ε+ 4ν2

)
, |e10〉 = cosα |1〉 ⊗ |0〉+ sinα |0〉 ⊗ |1〉 ,

ε11 = εa + εb, |e11〉 = |1〉 ⊗ |1〉 ,

где ∆ε = εa − εb, α = arctg 2ν
∆ε . Боровские частоты:

ωa = ε11 − ε01 = ε10 − ε00 =
1

2

(
εa + εb +

√
∆ε+ 4ν2

)
,

ωb = ε11 − ε10 = ε01 − ε00 =
1

2

(
εa + εb −

√
∆ε+ 4ν2

)
,

а также −ωa и −ωb.
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Спиновая цепочка с резервуарами на концах

HA
I = (a + a†)⊗ RA, HB

I = (b + b†)⊗ RB

Каждый спин взаимодействует со своим резервуаром со своей
температурой, неравновесная система.

ρ̇t = −i [H, ρt ] +
∑

R=A,B

∑
f =a,b

γRfDRf (ρt),

где γRf > 0,

DRf (ρt) = LRf ρtL
†
Rf−

1

2
{L†Rf LRf , ρt}+e−βRωf

(
L†Rf ρtLRf −

1

2
{LRf L†Rf , ρt}

)
,

LAa = cosα(|e01〉 〈e11|+ |e00〉 〈e10|),
LAb = sinα(|e10〉 〈e11| − |e00〉 〈e01|),
LBa = sinα(− |e01〉 〈e11|+ |e00〉 〈e10|),
LBb = cosα(|e10〉 〈e11|+ |e00〉 〈e01|).
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Утверждение. Стационарное состояние единственно:

ρst = Z−1(P00 + πbP01 + πaP10 + πaπbP11),

Z = (1 + πa + πb + πaπb), πa = γ+
a /γ

−
a , πb = γ+

b /γ
−
b ,

γ−a = γAa cos2 α + γBa sin2 α, γ+
a = γAae

−βAωa cos2 α + γBae
−βBωa sin2 α,

γ−b = γBb cos2 α + γAb sin2 α, γ+
b = γBbe

−βBωb cos2 α + γAbe
−βAωb sin2 α.


