
Пространства двузначных функций на 

счётных метризуемых компактах



2

Определение. Пространство 𝑋 будем называть однородным, если ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋
существует гомеоморфизм ℎ: 𝑋 → 𝑋 такой, что ℎ 𝑥 = 𝑦.

Теорема. (van Mill, 2015) Канторово множество однородно.

Определение. Пространство 𝑋 называется однородным, если ∀ 𝐴, 𝐵 ⊂ 𝑋, где 𝐴, 𝐵 –
счётные плотные, существует гомеоморфизм ℎ такой, что ℎ 𝐴 = 𝐵.

Пример. Топологическая сумма 𝑆1 и 𝑆2 счётно плотно однородна, но не однородна.

Теорема. (van Mill, 2015) Канторово множество счётно плотно однородно.
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Известно, что канторово множество есть произведение двоеточий 𝐷ℵ0 . Ясно, что 

𝐷ℵ0 = 𝐶𝑝 ℕ,𝐷 .

В произведении вещественных прямых известны подпространства 𝑐 и 𝑐0. Известно, 
что 𝐶𝑝 1, 𝜔 ∼ 𝑐0.

Мартишевский и Добровольский в 1995 году доказали, что 𝑐0 и 𝑐 не являются 
линейно гомеоморфными.

В 𝐶𝑝 ℕ,𝐷 рассмотрим аналоги пространств 𝑐 и 𝑐0:

• 𝑑0 - пространство двузначных последовательностей, сходящихся к нулю

• 𝑑 – пространство сходящихся двузначных последовательностей.
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Рассмотрим базисы пространств 𝑑 и 𝑑0:
𝑡1 = 1,1,1,1, … 𝑏1 = (1,0,0,0, … )
𝑡2 = 1,0,0,0, … 𝑏2 = 0,1,0,0, …
𝑡3 = 0,1,0,0, … 𝑏3 = 0,0,1,0, …
𝑡4 = 0,0,1,0, … 𝑏4 = (0,0,0,1, … )

Используя данный базис нельзя установить линейный гомеоморфизм. Базис 𝑡𝑖 𝑖=1
∞

не является 𝜔-независимый, а 𝑏𝑖 𝑖=1
∞ 𝜔-независимый.
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Рассмотрим другой базис:
𝑡1 = 1,0,0,0, … 𝑏1 = 1,1,1,1, …
𝑡2 = 1,1,0,0, … 𝑏2 = 1,0,0,0, …
𝑡3 = 0,1,1,0, … 𝑏3 = 0,1,0,0, …
𝑡4 = 0,0,1,1, … 𝑏4 = 0,0,1,0, …

Тогда отображение 𝑇: 𝑑 → 𝑑0, заданное по правилу 𝑇 𝑏𝑖 = 𝑡𝑖 является линейным 
гомеоморфизмом.

Общий вид отображение 𝑇 и 𝑇−1

𝑇𝑥 = 𝑥1, 𝑥1 + 𝑥2, 𝑥2 + 𝑥3, … , 𝑥𝑛−1 + 𝑥𝑛, … ∀ 𝑥 ∈ 𝑑

𝑇−1𝑦 = 𝑦1, 𝑦1 + 𝑦2, 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦3, … ,෍

𝑖=1

𝑛

𝑦𝑖 , … ∀ 𝑦 ∈ 𝑑0

Пространства двузначных функций на 
счётных метризуемых пространствах



6

Линейный гомеоморфизм 𝑇: 𝐶𝑝 1, 𝜔 , 𝐷 → 𝑑 действует по правилу

𝑇𝑥 = 𝑇 𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥 𝜔 = 𝑥 𝜔 , 𝑥1, 𝑥1 + 𝑥2 + 𝑥 𝜔 ,… ,෍

𝑖=1

2𝑛

𝑥𝑖 + 𝑥 𝜔 , ෍

𝑖=1

2𝑛+1

𝑥𝑖 , …

𝑇−1𝑦 = ( 𝑦1 + 𝑦2 + 𝑦1, 𝑦2 + 𝑦3 + 𝑦1, … , 𝑧𝑛 + 𝑧𝑛+1 + 𝑧1, … )

Базисы пространств 𝐶𝑝( 1, 𝜔 , 𝐷) и 𝑑 соответственно:

𝑝1 = 1,1,1,1, … , 1 𝑡1 = 1,1,1,1, …
𝑝2 = 1,0,0,0, … , 0 𝑡2 = 0,1,1,1, …
𝑝3 = 0,1,0,0, … , 0 𝑡3 = (0,0,1,1, … )
𝑝4 = 0,0,1,0, … , 0 𝑡4 = (0,0,0,1, … )
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Теорема. Пусть 𝐿 бесконечномерное подпространство в 𝑑0, тогда существует 
подпространство 𝐿0 ⊂ 𝐿 такое, что 𝐿0 дополняемо в 𝐿 и 𝐿0 линейно гомеоморфно 
𝑑0.

Теорема. Пусть 𝐿 дополняемо в 𝑑0. Тогда 𝐿 линейно гомеоморфно 𝑑0.

Доказательство. Из прошлой теоремы следует, что 𝑑0 дополняемо в 𝐿, 𝐿 = 𝑑0 × 𝑋. 
Из условий теоремы имеем 𝑑0 = 𝐿 × 𝑌.

𝑑0 ∼ 𝑑0 × 𝑑0 ×⋯ 0 ∼ 𝐿 × 𝑌 × 𝐿 × 𝑌 ×⋯
0
∼ 𝐿 × 𝐿 ×⋯ 0 × 𝑌 × 𝑌 ×⋯ 0

∼ 𝐿 × 𝐿 × 𝐿 ×⋯ 0 × 𝑌 × 𝑌 ×… 0 ∼ 𝐿 × 𝑑0 × 𝑑0 ×⋯ 0 ∼
∼ 𝑑0 × 𝑋 × 𝑑0 × 𝑑0 ×⋯ 0 ∼ 𝑋 × 𝑑0 ∼ 𝐿.
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Теорема. Для любого ординала 𝛼 < 𝜔1 пространства 𝐶𝑝( 1, 𝛼 , 𝐷) и 𝑑0 линейно 

гомеоморфны.

Известно, что если 𝑋 компакт веса 𝑚, то количество открыто-замкнутых множеств не 
превосходит 𝑚.

Теорема. 𝐶𝑝(𝐷
ℵ0 , 𝐷) и 𝑑0 не являются линейно гомеоморфными. Так как мощность 

𝐿 𝐷ℵ0 - континуально, а 𝐿( 1, 𝜔 ) является счётным.
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Теорема. Пусть 𝑌 – нульмерное метрическое не локально компактное пространство. 

Тогда пространство 𝐶𝑝 ℕ1, 𝐷 × 𝐶𝑝 ℕ2, 𝐷 × ⋯
0

дополняемо вкладывается в 

пространство 𝐶𝑝(𝑌, 𝐷).

Теорема. Пусть 𝑋 𝜎-компактное локально компактное метрическое пространство, а 
𝑌 – не локально компактное нульмерное метрическое пространство. Тогда 𝐶𝑝 𝑋,𝐷

и 𝐶𝑝(𝑌, 𝐷) не являются линейно гомеоморфными.
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