
Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ, ïðÿìîóãîëüíûå

ãðóïïû Êîêñåòåðà è ãèïåðáîëè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ.

Òàðàñ Åâãåíüåâè÷ ÏÀÍÎÂ

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

ÈÏÏÈ ÐÀÍ

Äåêàáðüñêèå ÷òåíèÿ â Òîìñêå
10�15 äåêàáðÿ 2019 ã.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 1 / 30



1. Ïðåäâàðèòåëüíûå ñâåäåíèÿ

Ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå

(X ,A) = {(X1,A1), . . . , (Xm,Am)} � íàáîð ïàð ïðîñòðàíñòâ, Ai ⊂ Xi .

K � ñèìïëèöèàëüíûé êîìïëåêñ íà [m] = {1, 2, . . . ,m}, ∅ ∈ K.

Äëÿ I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] ïîëîæèì

(X ,A)I = Y1 × · · · × Ym ãäå Yi =

{
Xi if i ∈ I ,
Ai if i /∈ I .

K-ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå íàáîðà (X ,A) åñòü

(X ,A)K =
⋃
I∈K

(X ,A)I =
⋃
I∈K

(∏
i∈I

Xi ×
∏
i /∈I

Ai

)
⊂

m∏
i=1

Xi .

Îáîçíà÷åíèå: (X ,A)K = (X ,A)K, åñëè (Xi ,Ai ) = (X ,A);
X
K = (X , pt)K, XK = (X , pt)K.
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Êàòåãîðíûé ïîäõîä

Êàòåãîðèÿ ãðàíåé cat(K).
Îáúåêòû: ñèìïëåêñû I ∈ K. Ìîðôèçìû: âëîæåíèÿ I ⊂ J.

top êàòåãîðèÿ òîïîëîãè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ.
Îïðåäåëèì cat(K)-äèàãðàìó

DK(X ,A) : cat(K) −→ top,

I 7−→ (X ,A)I ,

ìîðôèçì I ⊂ J â cat(K) ïåðåõîäèò âî âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâ
(X ,A)I ⊂ (X ,A)J .

Òîãäà èìååì

(X ,A)K = colimDK(X ,A) = colim
I∈K

(X ,A)I .
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Ïðèìåð

(X ,A) = (S1, pt), ãäå S1 � îêðóæíîñòü. Òîãäà

(S1)K =
⋃
I∈K

(S1)I ⊂ (S1)m.

Åñëè K = {∅, {1}, . . . , {m}} (äèñêðåòíûé êîìïëåêñ èç m òî÷åê), òî
ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå (S1)K åñòü áóêåò (S1)∨m èç m
îêðóæíîñòåé.

Åñëè K ñîñòîèò èç âñåõ ñîáñòâåííûõ ïîäìíîæåñòâ â [m] (ò. å.
K = ∂∆m−1 � ãðàíèöà ñèìïëåêñà), òî (S1)K åñòü òîëñòûé áóêåò m
îêðóæíîñòåé; îí ïîëó÷àåòñÿ óäàëåíèåì m-ìåðíîé êëåòêè èç
òîðà (S1)m.

Äëÿ îáùåãî êîìïëåêñà K íà m âåðøèíàõ, (S1)∨m ⊂ (S1)K ⊂ (S1)m.
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Ïðèìåð

(X ,A) = (R,Z). Òîãäà

LK := (R,Z)K =
⋃
I∈K

(R,Z)I ⊂ Rm.

Åñëè K � íàáîð m òî÷åê, òî LK åñòü ¾ðåø¼òêà¿ â Rm, ñîñòîÿùàÿ èç
âñåõ ïðÿìûõ, ïàðàëëåëüíûõ îäíîé èç êîîðäèíàòíûõ îñåé è ïðîõîäÿùèõ
÷åðåç öåëûå òî÷êè.

Åñëè K = ∂∆m−1, òî LK åñòü îáúåäèíåíèå âñåõ öåëî÷èñëåííûõ
ãèïåðïëîñêîñòåé, ïàðàëëåëüíûõ êîîðäèíàòíûì ãèïåðïëîñêîñòÿì.
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Ïðèìåð

(X ,A) = (RP∞, pt), ãäå RP∞ = BZ2. Òîãäà

(RP∞)K =
⋃
I∈K

(RP∞)I ⊂ (RP∞)m.

Ïðèìåð

(X ,A) = (D1,S0), ãäå D1 = [−1, 1] è S0 = {1,−1}.
Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ åñòü

RK := (D1,S0)K =
⋃
I∈K

(D1,S0)I .

Ýòî êóáè÷åñêèé ïîäêîìïëåêñ â m-êóáå (D1)m = [−1, 1]m.

Åñëè K = m òî÷åê, òî RK åñòü 1-ìåðíûé îñòîâ êóáà [−1, 1]m.
Åñëè K = ∂∆m−1, òî RK åñòü ãðàíèöà êóáà [−1, 1]m.
RK ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè |K| � ñôåðà.
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Ïðèìåð
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(RP∞)K =
⋃
I∈K
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Ïðèìåð

(X ,A) = (D1,S0), ãäå D1 = [−1, 1] è S0 = {1,−1}.
Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ åñòü

RK := (D1, S0)K =
⋃
I∈K

(D1, S0)I .

Ýòî êóáè÷åñêèé ïîäêîìïëåêñ â m-êóáå (D1)m = [−1, 1]m.

Åñëè K = m òî÷åê, òî RK åñòü 1-ìåðíûé îñòîâ êóáà [−1, 1]m.
Åñëè K = ∂∆m−1, òî RK åñòü ãðàíèöà êóáà [−1, 1]m.
RK ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè |K| � ñôåðà.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 6 / 30



Ïðèìåð

(X ,A) = (RP∞, pt), ãäå RP∞ = BZ2. Òîãäà

(RP∞)K =
⋃
I∈K

(RP∞)I ⊂ (RP∞)m.

Ïðèìåð

(X ,A) = (D1,S0), ãäå D1 = [−1, 1] è S0 = {1,−1}.
Âåùåñòâåííûé ìîìåíò-óãîë-êîìïëåêñ åñòü

RK := (D1, S0)K =
⋃
I∈K

(D1, S0)I .

Ýòî êóáè÷åñêèé ïîäêîìïëåêñ â m-êóáå (D1)m = [−1, 1]m.

Åñëè K = m òî÷åê, òî RK åñòü 1-ìåðíûé îñòîâ êóáà [−1, 1]m.
Åñëè K = ∂∆m−1, òî RK åñòü ãðàíèöà êóáà [−1, 1]m.
RK ÿâëÿåòñÿ òîïîëîãè÷åñêèì ìíîãîîáðàçèåì, åñëè |K| � ñôåðà.

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 6 / 30



×åòûðå ïîëèýäðàëüíûõ ïðîèçâåäåíèÿ èç ïðèìåðîâ âûøå âõîäÿò â
ãîìîòîïè÷åñêèå ðàññëîåíèÿ

(R,Z)K = LK −→ (S1)K −→ (S1)m,

(D1, S0)K = RK −→ (RP∞)K −→ (RP∞)m.
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Àíàëîãîì ïîëèýäðàëüíîãî ïðîèçâåäåíèÿ XK = colimI∈KX
I â òåîðèè

ãðóïï ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ãðàô-ïðîèçâåäåíèå

G = (G1, . . . ,Gm) � íàáîð èç m ãðóïï, Gi 6= {1}.

Äëÿ I = {i1, . . . , ik} ⊂ [m] ïîëîæèì

G
I =

{
(g1, . . . , gm) ∈

m∏
k=1

Gk : gk = 1 ïðè k /∈ I
}
.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ cat(K)-äèàãðàììó ãðóïï:

DK(G ) : cat(K) −→ grp, I 7−→ G
I ,

ãäå ìîðôèçì I ⊂ J ïåðåõîäèò â êàíîíè÷åñêèé ìîíîìîðôèçì G
I → G

J .

Ãðàô-ïðîèçâåäåíèå ãðóïï G1, . . . ,Gm åñòü

G
K = colim

grpDK(G ) = colim
grp

I∈KG
I .
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Ãðàô-ïðîèçâåäåíèå GK çàâèñèò òîëüêî îò 1-îñòîâà (ãðàôà) K.
À èìåííî,

Ïðåäëîæåíèå

Èìååì èçîìîðôèçì ãðóïï

G
K ∼=

m

?
k=1

Gk

/
(gigj = gjgi , åñëè gi ∈ Gi , gj ∈ Gj , {i , j} ∈ K),

ãäå?m

k=1 Gk � ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå ãðóïï Gk .
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Ïðèìåð

Ïóñòü Gi = Z. Òîãäà GK åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Àðòèíà
(ãðàô-ãðóïïà, ÷àñòè÷íî ñâîáîäíàÿ ãðóïïà)

RAK = F (g1, . . . , gm)
/

(gigj = gjgi , åñëè {i , j} ∈ K),

ãäå F (g1, . . . , gm) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ m îáðàçóþùèìè.

Åñëè K = ∆m−1 � ïîëíûé ñèìïëåêñ, òî RAK = Zm.
Åñëè K = m òî÷åê, ìû ïîëó÷àåì ñâîáîäíóþ ãðóïïó Fm ðàíãà m.

Ïðèìåð

Ïóñòü Gi = Z2. Òîãäà G
K åñòü ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà

RCK = F (g1, . . . , gm)
/

(g2i = 1, gigj = gjgi , åñëè {i , j} ∈ K).
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2. Êëàññèôèöèðóþùèå ïðîñòðàíñòâà

Ãîìîòîïè÷åñêèå ðàñññëîåíèÿ LK → (S1)K → (S1)m è
RK → (RP∞)K → (RP∞)m îáîáùàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäëîæåíèå

Ñóùåñòâóåò ãîìîòîïè÷åñêîå ðàññëîåíèå

(EG,G)K −→ (BG)K −→
m∏

k=1

BGk .

Íåäîñòàþùàÿ ãðàíü (ìèíèìàëüíàÿ íåãðàíü) êîìïëåêñà K � ýòî òàêîå
ïîäìíîæåñòâî I ⊂ [m], ÷òî I /∈ K, íî J ∈ K äëÿ ëþáîãî J ( I .

K íàçûâàåòñÿ ôëàãîâûì êîìïëåêñîì, åñëè ëþáàÿ åãî íåäîñòàþùàÿ
ãðàíü èìååò äâå âåðøèíû. Ýêâèâàëåíòíî, K ôëàãîâûé, åñëè ëþáîé
íàáîð âåðøèí â K, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåíû ð¼áðàìè, ÿâëÿåòñÿ
íàáîðîì âåðøèí ñèìïëåêñà.

Ôëàãîâûé êîìïëåêñ K çàäà¼òñÿ ñâîèì 1-îñòîâîì K1.
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ïîäìíîæåñòâî I ⊂ [m], ÷òî I /∈ K, íî J ∈ K äëÿ ëþáîãî J ( I .
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ãðàíü èìååò äâå âåðøèíû. Ýêâèâàëåíòíî, K ôëàãîâûé, åñëè ëþáîé
íàáîð âåðøèí â K, êîòîðûå ïîïàðíî ñîåäèíåíû ð¼áðàìè, ÿâëÿåòñÿ
íàáîðîì âåðøèí ñèìïëåêñà.

Ôëàãîâûé êîìïëåêñ K çàäà¼òñÿ ñâîèì 1-îñòîâîì K1.
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Òåîðåìà (...)

Ïóñòü GK � ãðàô-ïðîèçâåäåíèå ãðóïï.

1 π1((BG)K) ∼= G
K.

2 Ïðîñòðàíñòâà (BG)K è (EG,G)K àñôåðè÷íû òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà K ôëàãîâûé. Â ýòîì ñëó÷àå B(GK) = (BG)K.

3 πi ((BG)K) ∼= πi ((EG,G)K) ïðè i > 2.

4 π1((EG,G)K) èçîìîðôíà ÿäðó êàíîíè÷åñêîé ñþðúåêöèè

G
K →

∏m
k=1 Gk .

Äîêàçàòåëüñòâî

(1) Èíäóêöèÿ: äîáàâëÿåì ñèìïëåêñû ïî îäíîìó è ïðèìåíÿåì òåîðåìó
âàí Êàìïåíà. Áàçà èíäóêöèè: K = m òî÷åê. Â ýòîì ñëó÷àå (BG )K åñòü
áóêåò BG1 ∨ · · · ∨ BGm, à π1((BG )K) åñòü ñâîáîäíîå ïðîèçâåäåíèå
G1 ? · · · ? Gm.
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Äîêàçàòåëüñòâî

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K íå ôëàãîâûé. Âûáåðåì íåäîñòàþùóþ ãðàíü
J = {j1, . . . , jk} ⊂ [m] ñ k > 3 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì
KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.

Òîãäà (BG )KJ åñòü òîëñòûé áóêåò ïðîñòðàíñòâ {BGj , j ∈ J} è ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà (BG )K.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ (BG )KJ →
∏

j∈J BGj åñòü

Σk−1Gj1 ∧ · · · ∧ Gjk � áóêåò (k − 1)-ìåðíûõ ñôåð.
Ïîýòîìó πk−1((BG )KJ ) 6= 0, ãäå k > 3.
Èòàê, (BG )KJ , à çíà÷èò è (BG )K, íå àñôåðè÷íî.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ (àñôåðè÷íîñòü (EG ,G )K è óòâåðæäåíèÿ (3)
è (4)) âûòåêàþò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
(EG ,G )K → (BG )K →

∏m
k=1 BGk .

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 13 / 30



Äîêàçàòåëüñòâî

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K íå ôëàãîâûé. Âûáåðåì íåäîñòàþùóþ ãðàíü
J = {j1, . . . , jk} ⊂ [m] ñ k > 3 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì
KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.
Òîãäà (BG )KJ åñòü òîëñòûé áóêåò ïðîñòðàíñòâ {BGj , j ∈ J} è ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà (BG )K.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ (BG )KJ →
∏

j∈J BGj åñòü

Σk−1Gj1 ∧ · · · ∧ Gjk � áóêåò (k − 1)-ìåðíûõ ñôåð.
Ïîýòîìó πk−1((BG )KJ ) 6= 0, ãäå k > 3.
Èòàê, (BG )KJ , à çíà÷èò è (BG )K, íå àñôåðè÷íî.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ (àñôåðè÷íîñòü (EG ,G )K è óòâåðæäåíèÿ (3)
è (4)) âûòåêàþò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
(EG ,G )K → (BG )K →

∏m
k=1 BGk .

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 13 / 30



Äîêàçàòåëüñòâî

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K íå ôëàãîâûé. Âûáåðåì íåäîñòàþùóþ ãðàíü
J = {j1, . . . , jk} ⊂ [m] ñ k > 3 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì
KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.
Òîãäà (BG )KJ åñòü òîëñòûé áóêåò ïðîñòðàíñòâ {BGj , j ∈ J} è ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà (BG )K.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ (BG )KJ →
∏

j∈J BGj åñòü

Σk−1Gj1 ∧ · · · ∧ Gjk � áóêåò (k − 1)-ìåðíûõ ñôåð.

Ïîýòîìó πk−1((BG )KJ ) 6= 0, ãäå k > 3.
Èòàê, (BG )KJ , à çíà÷èò è (BG )K, íå àñôåðè÷íî.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ (àñôåðè÷íîñòü (EG ,G )K è óòâåðæäåíèÿ (3)
è (4)) âûòåêàþò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
(EG ,G )K → (BG )K →

∏m
k=1 BGk .

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 13 / 30



Äîêàçàòåëüñòâî

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K íå ôëàãîâûé. Âûáåðåì íåäîñòàþùóþ ãðàíü
J = {j1, . . . , jk} ⊂ [m] ñ k > 3 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì
KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.
Òîãäà (BG )KJ åñòü òîëñòûé áóêåò ïðîñòðàíñòâ {BGj , j ∈ J} è ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà (BG )K.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ (BG )KJ →
∏

j∈J BGj åñòü

Σk−1Gj1 ∧ · · · ∧ Gjk � áóêåò (k − 1)-ìåðíûõ ñôåð.
Ïîýòîìó πk−1((BG )KJ ) 6= 0, ãäå k > 3.
Èòàê, (BG )KJ , à çíà÷èò è (BG )K, íå àñôåðè÷íî.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ (àñôåðè÷íîñòü (EG ,G )K è óòâåðæäåíèÿ (3)
è (4)) âûòåêàþò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
(EG ,G )K → (BG )K →

∏m
k=1 BGk .

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 13 / 30



Äîêàçàòåëüñòâî

(2) Ïðåäïîëîæèì, ÷òî K íå ôëàãîâûé. Âûáåðåì íåäîñòàþùóþ ãðàíü
J = {j1, . . . , jk} ⊂ [m] ñ k > 3 âåðøèíàìè. Ðàññìîòðèì
KJ = {I ∈ K : I ⊂ J}.
Òîãäà (BG )KJ åñòü òîëñòûé áóêåò ïðîñòðàíñòâ {BGj , j ∈ J} è ÿâëÿåòñÿ
ðåòðàêòîì ïðîñòðàíñòâà (BG )K.

Ãîìîòîïè÷åñêèé ñëîé âëîæåíèÿ (BG )KJ →
∏

j∈J BGj åñòü

Σk−1Gj1 ∧ · · · ∧ Gjk � áóêåò (k − 1)-ìåðíûõ ñôåð.
Ïîýòîìó πk−1((BG )KJ ) 6= 0, ãäå k > 3.
Èòàê, (BG )KJ , à çíà÷èò è (BG )K, íå àñôåðè÷íî.

Îñòàâøèåñÿ óòâåðæäåíèÿ (àñôåðè÷íîñòü (EG ,G )K è óòâåðæäåíèÿ (3)
è (4)) âûòåêàþò èç ãîìîòîïè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ðàññëîåíèÿ
(EG ,G )K → (BG )K →

∏m
k=1 BGk .

Ò. Å. Ïàíîâ (ÌÃÓ) Ïîëèýäðàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ 13 äåêàáðÿ 2019 13 / 30



Â ÷àñòíûõ ñëó÷àÿõ Gk = Z è Gk = Z2 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü RAK � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Àðòèíà.

1 π1((S1)K) ∼= RAK.

2 Ïðîñòðàíñòâà (S1)K è LK = (R,Z)K àñôåðè÷íû ⇔ K ôëàãîâûé.

3 πi ((S1)K) ∼= πi (LK) ïðè i > 2.

4 π1(LK) èçîìîðôíà êîììóòàíòó RA′K.

Ñëåäñòâèå

Ïóñòü RCK � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà.

1 π1((RP∞)K) ∼= RCK.

2 (RP∞)K è RK = (D1,S0)K àñôåðè÷íû ⇔ K ôëàãîâûé.

3 πi ((RP∞)K) ∼= πi (RK) ïðè i > 2.

4 π1(RK) èçîìîðôíà êîììóòàíòó RC ′K.
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Ïðèìåð

Ïóñòü K åñòü m-öèêë (ãðàíèöà m-óãîëüíèêà).
Ïðîñòîå ðàññóæäåíèå ñ ýéëåðîâîé õàðàêòåðèñòèêîé ïîêàçûâàåò, ÷òî
RK = (D1,S0)K ãîìåîìîðôåí îðèåíòèðóåìîé ïîâåðõíîñòè ðîäà
(m − 4)2m−3 + 1.

(Ýòî íàáëþäåíèå âîñõîäèò ê ðàáîòå Êîêñåòåðà 1938 ã.)
Ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîóãîëüíîé ãðóïïû
Êîêñåòåðà RCK åñòü ãðóïïà ïîâåðõíîñòè.

Àíàëîãè÷íî, åñëè |K| ∼= S2 (ò. å. K åñòü ãðàíèöà ñèìïëèöèàëüíîãî
3-ìåðíîãî ìíîãîãðàííèêà), òî RK åñòü 3-ìåðíîå ìíîãîîáðàçèå.
Ñëåäîâàòåëüíî, êîììóòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ãðóïïû RCK åñòü
ôóíäàìåíòàëüíàÿ ãðóïïà 3-ìíîãîîáðàçèÿ.
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3. Ñòðóêòóðà êîììóòàíòîâ

Íàïîìíèì, ÷òî

Ker

(
G
K →

m∏
i=1

Gi

)
= π1((EG ,G )K).

Â ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíûõ ãðóïï Àðòèíà è Êîêñåòåðà (èëè åñëè âñå
ãðóïïû Gi àáåëåâû) ãðóïïà âûøå åñòü êîììóòàíò (GK)

′
.

Ìû èçó÷èì ãðóïïó π1((EG ,G )K), îïðåäåëèì, äëÿ êàêèõ K ýòà ãðóïïà
ñâîáîäíà, è îïèøåì íàáîð îáðàçóþùèõ â îáùåì ñëó÷àå.

Ãðàô Γ íàçûâàåòñÿ õîðäîâûì (òðèàíãóëèðîâàííûì), åñëè ëþáîé åãî
öèêë ñ > 4 âåðøèíàìè ñîäåðæèò õîðäó.

Ñîãëàñíî êëàññè÷åñêîé òåîðåìå Ôàëüêåðñîíà�Ãðîññà (Fulkerson�Gross),
ãðàô ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî âåðøèíû
ìîæíî çàíóìåðîâàòü òàê, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû å¼ ìåíüøèå ñîñåäè
îáðàçóþò ïîëíûé ïîäãðàô. (Ïîðÿäîê ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ.)
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Òåîðåìà (Âåð¼âêèí�Ï.)

Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1 Ker(GK →
∏m

k=1 Gk) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà;

2 (EG,G)K ãîìîòîïè÷åñêè ýêâèâàëåíòíî áóêåòó îêðóæíîñòåé;

3 K1 � õîðäîâûé ãðàô.

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

(2)⇒(1) Òàê êàê Ker

(
G
K →

∏m
k=1 Gk

)
= π1((EG ,G )K).

(3)⇒(2) Èíäóêöèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîðÿäêà ïîëíîãî èñêëþ÷åíèÿ.

(1)⇒(3) Ïóñòü K1 íå õîðäîâûé. Áåñõîðäîâûé öèêë äëèíû > 4 äà¼ò
ïîäãðóïïó â Ker(GK →

∏m
k=1 Gk), èçîìîðôíóþ ãðóïïå ïîâåðõíîñòè.

Ñëåäîâàòåëüíî, Ker(GK →
∏m

k=1 Gk) íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé.
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Ñëåäñòâèå

Ïóñòü RAK è RCK � ïðÿìîóãîëüíûå ãðóïïû Àðòèíà è Êîêñåòåðà,

ñîîòâåòñòâóþùèå ñèìïëèöèàëüíîìó êîìïëåêñó K.
à) Êîììóòàíò RA′K ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà K1 � õîðäîâûé ãðàô.

á) Êîììóòàíò RC ′K ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ãðóïïîé òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà K1 � õîðäîâûé ãðàô.

Óòâåðæäåíèå à) äîêàçàíî â ðàáîòå Servatius, Droms, Servatius.

Ðàçíèöà ìåæäó à) è á) ñîñòîèò â òîì, ÷òî êîììóòàíò RA′K áåñêîíå÷íî
ïîðîæä¼í, çà èñêëþ÷åíèåì ñëó÷àÿ RAK = Zm, â òî âðåìÿ êàê
êîììóòàíò RC ′K êîíå÷íî ïîðîæä¼í. Ìèíèìàëüíûé íàáîð îáðàçóþùèõ
äà¼òñÿ ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòîì.
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Ãðóïïîâîé êîììóòàòîð (g , h) = g−1h−1gh.

Òåîðåìà (Âåð¼âêèí�Ï.)

Êîììóòàíò RC ′K èìååò ìèíèìàëüíûé íàáîð ïîðîæäàþùèõ, ñîñòîÿùèé

èç
∑

J⊂[m] rank H̃0(KJ) âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ âèäà

(gj , gi ), (gk1 , (gj , gi )), . . . , (gk1 , (gk2 , · · · (gkm−2 , (gj , gi )) · · · )),

ãäå k1 < k2 < · · · < k`−2 < j > i , ks 6= i äëÿ ëþáîãî s, è i �
íàèìåíüøàÿ âåðøèíà â íåêîòîðîé ñâÿçíîé êîìïîíåíòå ïîäêîìïëåêñà

K{k1,...,k`−2,j ,i}, íå ñîäåðæàùåé j .

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé K = m òî÷åê. Òîãäà RK åñòü 1-îñòîâ
m-êóáà, à RC ′K = π1(RK) � ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ðàíãà

∑m
`=2(`− 1)

(m
`

)
.

Ýòî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âëîæåííûõ êîììóòàòîðîâ â ñïèñêå.

Çàòåì èñêëþ÷àåì ëèøíèå êîììóòàòîðû, èñïîëüçóÿ êîììóòàöèîííûå
ñîîòíîøåíèÿ (gi , gj) = 1 äëÿ {i , j} ∈ K.
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Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà

×òîáû ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé íàáîð îáðàçóþùèõ ìèíèìàëåí,
èñïîëüçóåì ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå.
Èìååì H1(RK) = RC ′K/RC

′′
K. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

H1(RK) ∼=
∑
J⊂[m]

H̃0(KJ).

Ïîýòîìó ÷èñëî îáðàçóþùèõ àáåëåâîé ãðóïïû H1(RK) ∼= RC ′K/RC
′′
K

åñòü
∑

J⊂[m] rank H̃0(KJ), ÷òî ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì âëîæåííûõ

êîììóòàòîðîâ â íàáîðå îáðàçóþùèõ äëÿ RC ′K, îïèñàííîì âûøå.
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Ïðèìåð

Ïóñòü K = s s
s

1 2

3 s
4

Òîãäà êîììóòàíò RC ′K åñòü ñâîáîäíàÿ ãðóïïà ñ áàçèñîì

(g3, g1), (g4, g1), (g4, g2), (g4, g3),

(g2, (g4, g1)), (g3, (g4, g1)), (g1, (g4, g3)), (g3, (g4, g2)),

(g2, (g3, (g4, g1))).

Ïðèìåð

Ïóñòü K åñòü m-öèêë ñ m > 4 âåðøèíàìè.
Ãðàô K1 íå ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì, òàê ÷òî ãðóïïà RC ′K íå ñâîáîäíà.

Â ñàìîì äåëå, RK åñòü îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà
(m − 4)2m−3 + 1, è RC ′K

∼= π1(RK) åñòü ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.
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(g2, (g3, (g4, g1))).

Ïðèìåð

Ïóñòü K åñòü m-öèêë ñ m > 4 âåðøèíàìè.
Ãðàô K1 íå ÿâëÿåòñÿ õîðäîâûì, òàê ÷òî ãðóïïà RC ′K íå ñâîáîäíà.

Â ñàìîì äåëå, RK åñòü îðèåíòèðóåìàÿ ïîâåðõíîñòü ðîäà
(m − 4)2m−3 + 1, è RC ′K

∼= π1(RK) åñòü ãðóïïà ñ îäíèì ñîîòíîøåíèåì.
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Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò [Grbic�P.�Theriault�Wu] îïèñûâàåò
ïîäàëãåáðó-êîììóòàíò ãðàäóèðîâàííîé ãðàô-àëãåáðû Ëè

LK = FL〈u1, . . . , um〉
/(

[ui , ui ] = 0, [ui , uj ] = 0 ïðè {i , j} ∈ K
)
,

ãäå FL〈u1, . . . , um〉 åñòü ñâîáîäíàÿ ãðàäóèðîâàííàÿ àëãåáðà Ëè ñ
îáðàçóþùèìè ui ñòåïåíè îäèí, à [a, b] = −(−1)|a||b|[b, a] �
ãðàäóèðîâàííàÿ ñêîáêà Ëè.

Ïîäàëãåáðà-êîììóòàíò åñòü ÿäðî ãîìîìîðôèçìà àëãåáð Ëè
LK → CL〈u1, . . . , um〉 íà êîììóòàòèâíóþ (òðèâèàëüíóþ) àëãåáðó Ëè.

Ãðàô-àëãåáðà Ëè LK ÿâëÿåòñÿ ãðàô-ïðîèçâåäåíèåì àíàëîãè÷íî
ïðÿìîãîëüíîé ãðóïïå Êîêñåòåðà RCK.

Èìååòñÿ àíàëîãè÷íîå ðàçëîæåíèå â ïðÿìîé ïðåäåë (êîïðåäåë), ãäå
ãðóïïû Gi = Z2 çàìåíÿþòñÿ íà òðèâèàëüíûå àëãåáðû Ëè
CL〈u〉 = FL〈u〉/([u, u] = 0), è êîïðåäåë áåð¼òñÿ â êàòåãîðèè
ãðàäóèðîâàííûõ àëãåáð Ëè.
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4. Ïðÿìîóãîëüíûå ìíîãîãðàííèêè è ãèïåðáîëè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ

Ïóñòü P � ìíîãîãðàííèê â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Ëîáà÷åâñêîãî Ln ñ
ïðÿìûìè óãëàìè ìåæäó ñìåæíûìè ãèïåðãðàíÿìè (ïðÿìîóãîëüíûé
n-ìíîãîãðàííèê).

RCP � ãðóïïà, ïîðîæä¼ííàÿ îòðàæåíèÿìè â ãèïåðãðàíÿõ P .
Ýòî � ïðÿìîóãîëüíàÿ ãðóïïà Êîêñåòåðà, çàäàâàåìàÿ êàê

RCP = 〈g1, . . . , gm | g2i = 1, gigj = gjgi , åñëè Fi ∩ Fj 6= ∅〉,

ãäå gi � îòðàæåíèå îòíîñèòåëüíî ãèïåðãðàíè Fi .

Ãðóïïà RCP äåéñòâóåò íà Ln äèñêðåòíî ñ êîíå÷íûìè ñòàáèëèçàòîðàìè
è ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ P .
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Ëåììà (À.Þ. Âåñíèí, 1987)

Ðàññìîòðèì ýïèìîðôèçì ϕ : RCP → Zk
2 , k > n. Ïîäãðóïïà

Kerϕ ⊂ RCP íå ñîäåðæèò ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî ïîðÿäêà òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàçû îòðàæåíèé â ëþáûõ n ãèïåðãðàíÿõ ñ îáùåé

âåðøèíîé ëèíåéíî íåçàâèñèìû â Zk
2 .

Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî.

N = Ln/Kerϕ åñòü ãèïåðáîëè÷åñêîå n-ìíîãîîáðàçèå. Îíî ñîñòàâëåíî
èç |Zk

2 | = 2k ýêçåìïëÿðîâ P è èìååò ðèìàíîâó ìåòðèêó ïîñòðîÿííîé
îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû. Êðîìå òîãî, ìíîãîîáðàçèå N àñôåðè÷íî
(ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ýéëåíáåðãà�Ìàêëåéíà K (Kerϕ, 1)), òàê êàê
åãî óíèâåðñàëüíîå íàêðûòèå Ln ñòÿãèâàåìî.
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Êàêèå êîìáèíàòîðíûå n-ìíîãîãðàííèêè ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû ñ
ïðÿìûìè óãëàìè â Ln? Â ðàçìåðíîñòè 3 èìååòñÿ ïðîñòîé êðèòåðèé,
âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå Ïîãîðåëîâà 1967 ã.:

Theorem (Ïîãîðåëîâ, Àíäðååâ)

Êîìáèíàòîðíûé 3-ìíîãîãðàííèê P 6= ∆3 äîïóñêàåò ïðÿìîóãîëüíóþ

ðåàëèçàöèþ â L3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðîñòîé è íå èìååò 3-
è 4-ïîÿñîâ èç ãðàíåé. Êðîìå òîãî, òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííà ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Ìû íàçûâàåì òàêèå 3-ìíîãîãðàííèêè ìíîãîãðàííèêàìè Ïîãîðåëîâà.
Ìíîãîãðàííèê Ïîãîðåëîâà íå èìååò 3- è 4-óãîëüíûõ ãðàíåé. Êëàññ
ìíîãîãðàííèêîâ Ïîãîðåëîâà ñîäåðæèò âñå ôóëëåðåíû (ïðîñòûå
3-ìíîãîãðàííèêè, èìåþùèå ëèøü 5- è 6-óãîëüíûå ãðàíè).

Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé äëÿ ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â L4

íåèçâåñòåí. Ïðè n > 5 ïðÿìîóãîëüíûõ ìíîãîãðàííèêîâ â Ln íå
ñóùåñòâóåò [Íèêóëèí, Âèíáåðã].
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âîñõîäÿùèé ê ðàáîòå Ïîãîðåëîâà 1967 ã.:

Theorem (Ïîãîðåëîâ, Àíäðååâ)

Êîìáèíàòîðíûé 3-ìíîãîãðàííèê P 6= ∆3 äîïóñêàåò ïðÿìîóãîëüíóþ

ðåàëèçàöèþ â L3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îí ïðîñòîé è íå èìååò 3-
è 4-ïîÿñîâ èç ãðàíåé. Êðîìå òîãî, òàêàÿ ðåàëèçàöèÿ åäèíñòâåííà ñ

òî÷íîñòüþ äî èçîìåòðèè.

Ìû íàçûâàåì òàêèå 3-ìíîãîãðàííèêè ìíîãîãðàííèêàìè Ïîãîðåëîâà.
Ìíîãîãðàííèê Ïîãîðåëîâà íå èìååò 3- è 4-óãîëüíûõ ãðàíåé. Êëàññ
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ñóùåñòâóåò [Íèêóëèí, Âèíáåðã].
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Ïóñòü äàí ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê P . Êàê íàéòè ýïèìîðôèçì
ϕ : RCP → Zk

2 , äëÿ êîòîðîãî Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî?

Ìîæíî ðàññìîòðåòü àáåëåíèçàöèþ: RCP
ab−→ Zm

2 ; òîãäà
Ker ab = RC ′P � êîììóòàíò.

Ñîîòâåòñòâóþùåå n-ìíîãîîáðàçèå
Ln/RC ′P åñòü â òî÷íîñòè âåùåñòâåííîå ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå
RP = (D1,S0)KP , îïèñàííîå âûøå êàê ïîëèýäðàëüíîå ïðîèçâåäåíèå.

Ñëåäñòâèå

Åñòü P � ïðÿìîóãîëüíûé ìíîãîãðàííèê â Ln, òî âåùåñòâåííîå

ìîìåíò-óãîë-ìíîãîîáðàçèå RP èìååò ãèïåðáîëè÷åñêóþ ñòðóêòóðó êàê

Ln/RC ′P , ãäå RC
′
P � êîììóòàíò ñîîòâåòñòâóþùåé ïðÿìîóãîëüíîé

ãðóïïû Êîêñåòåðà.

Ìíîãîîáðàçèå RP ñîñòàâëåíî èç 2m ýêçåìïëÿðîâ P .
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Áîëåå ¾ýêîíîìíûé¿ ñïîñîá: ðàññìîòðèì ϕ : RCP → Zn
2, ãäå n = dimP .

Òàêîé ϕ ðàñêëàäûâàåòñÿ êàê RCP
ab−→ Zm

2

Λ−→ Zn
2, ãäå Λ ëèíåéíî.

Ïîäãðóïïà Kerϕ äåéñòâóåò íà Ln ñâîáîäíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
Λ-îáðàçû ëþáûõ n ãèïåðãðàíåé, èìåþùèõ îáùóþ âåðøèíó, îáðàçóþò
áàçèñ â Zn

2.
Òàêîå Λ íàçûâàåòñÿ Z2-õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Ïðåäëîæåíèå

Ëþáîé 3-ìíîãîãðàííèê äîïóñêàåò õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ïðàâèëüíóþ ðàñêðàñêó ãðàíåé P â 4 öâåòà è ñîïîñòàâèì
ãðàíÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ öâåòîâ âåêòîðû e1, e2, e3, e1 + e2 + e3.
Ïîëó÷åííîå îòîáðàæåíèå Λ : Zm

2 → Z3
2 óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ, òàê êàê

ëþáûå òðè èç ÷åòûð¼õ âåêòîðîâ e1, e2, e3, e1 + e2 + e3 îáðàçóþò áàçèñ
â Z3.
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Ìíîãîîáðàçèÿ N(P, Λ) = L3/Kerϕ, çàäàâàåìûå ìíîãîãðàííèêàìè
P ∈ P è õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè Λ : Zm

2 → Z3
2 íàçûâàþòñÿ

ãèïåðáîëè÷åñêèìè 3-ìíîãîîáðàçèÿìè òèïà Ë¼áåëÿ (À.Þ. Âåñíèí,
1987). Êàæäîå N(P, Λ) ñîñòàâëåíî èç |Z3

2| = 8 ýêçåìïëÿðîâ P .

Â ÷àñòíîñòè, êàæäàÿ ïðàâèëüíàÿ 4-ðàñêðàñêà ïðÿìîóãîëüíîãî
3-ìíîãîãðàííèêà P äà¼ò ãèïåðáîëè÷åñêîå 3-ìíîãîîáðàçèå. Ë¼áåëü
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Ïàðû (P, Λ) è (P ′, Λ′) ýêâèâàëåíòíû, åñëè P è P ′ êîìáèíàòîðíî
ýêâèâàëåíòíû, à Λ,Λ′ : Zm

2 → Zn
2 îòëè÷àþòñÿ íà àâòîìîðôèçì Zn

2.

Òåîðåìà (Áóõøòàáåð-Åðîõîâåö-Ìàñóäà-Ïàíîâ-Ïàê)

Ïóñòü N = N(P, Λ) è N ′ = N(P ′, Λ′) � ãèïåðáîëè÷åñêèå

3-ìíîãîîáðàçèÿ òèïà Ë¼áåëÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîóãîëüíûì

ìíîãîãðàííèêàì P è P ′. Ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

à) ϕ : H∗(N;Z2)
∼=−→ H∗(N ′;Z2) (èçîìîðôèì êîëåö êîãîìîëîãèé);

á) N ∼= N ′ (äèôôåîìîðôèçì);

â) (P, Λ) ∼ (P ′, Λ′) (ýêâèâàëåíòíîñòü Z2-õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïàð).
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íåýêâèâàëåíòíûì 4-ðàñêðàñêàì P , íå äèôôåîìîðôíû.
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òåõíèêó òîðè÷åñêîé òîïîëîãèè.
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