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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

В 2023 году встретимся в Красноярске?

город Красноярск –
предлагаемое место
проведения
XIII Всероссийского
съезда по
фундаментальным
проблемам
теоретической и
прикладной
механики
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Простейшая модель “сухого кипения”

Система уравнений одномерного движения сыпучей среды:

∂v

∂t
=
∂σ

∂x
,

∂ε

∂t
=
∂v

∂x
, σ =

{
ε, если ε 6 0
0, если ε > 0

Формулы Даламбера:

v(t, x) = Φ(t+ x) + Ψ(t− x) , σ(t, x) = Φ(t+ x)−Ψ(t− x)

Краевая задача:

v(0, x) = σ(0, x) = 0 , σ(t, 0) = − p(t) , σ(t, 1) = 0
x2

t

p(t)

Волновая картина
“кипящего” слоя

Маслов В.П., Мосолов П.П. Теория упругости для разномодульной среды.
М.: Изд-во Моск. ин-та электронного машиностроения, 1985. 100 с.

Маслов В.П., Мясников В.П., Данилов В.Г. Математическое моделирование аварийного блока Чернобыльской АЭС.
М.: Наука, 1987. 144 с.
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Обобщенные решения с сильным разрывом

Методы построения разрывных решений:

Метод интегрального обобщения – замена дифференциальных уравнений модели
интегральными законами сохранения

Рождественский Б.Л., Яненко Н.Н. Системы квазилинейных уравнений. М.: Наука, 1978. 688 с.

Соболев С.Л. Некоторые применения функционального анализа в математической физике. М.: Наука, 1988. 333 с.

Метод вязкости – анализ более общей (вязкой) модели, “сглаживающей” разрывы,
с последующим предельным переходом

Гельфанд И.М. Некоторые задачи теории квазилинейных уравнений // Успехи матем. наук. 1959. Т. 14, № 2(86).
С. 87–158.

Олейник О.А. О единственности и устойчивости обобщенного решения задачи Коши для квазилинейного
уравнения // Успехи матем. наук. 1959. Т. 14, № 2(86). С. 165–170.

Метод моделирования – процесс перехода через фронт разрыва рассматривается
как самостоятельный объект моделирования

Куликовский А.Г., Свешникова Е.И., Чугайнова А.П. Математические методы изучения разрывных решений
нелинейных гиперболических систем уравнений. Лекц. курсы НОЦ. 2010. Вып. 16. С. 3–120.
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Пример – уравнение Хопфа

Метод интегрального обобщения

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 =⇒

∂u

∂t
+

1

2

∂u2

∂x
= 0

∫∫
G

(
∂u

∂t
+

1

2

∂u2

∂x

)
dt dx =

∫
∂G

−
1

2
u2 dt+ u dx = 0

c [u] =
1

2
[u2] , [u] = u+ − u−

(
c =

dx

dt

)
Альтернативные дивергентные формы уравнения:

∂um

∂t
+

m

m+ 1

∂um+1

∂x
= 0 , m = 2, 3, ...

Альтернативные скорости ударной волны:

c =
m

m+ 1

(u+)m+1 − (u−)m+1

(u+)m − (u−)m

x

t

O

A B

CD

t0

t1

x = x(t)

+ −

Область интегрирования
при выводе уравнения на разрыве
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Пример – уравнение Хопфа

Метод вязкости (переход к уравнению Бюргерса)

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
= 0 =⇒

∂u

∂t
+ u

∂u

∂x
=

∂

∂x

(
µ(u)

∂u

∂x

)
Если u(t, x) = u(ξ), ξ = c t− x – решение уравнения с вязкостью µ(u), то uε(t, x) = u(ξ/ε) – решение
уравнения с вязкостью ε µ(u). Поэтому ε→ 0 ⇐⇒ ξ → ±∞.

Задача сводится к построению решения с бесконечной областью
определения и с конечными пределами u± при ξ → ±∞

(
c− u

) du
dξ

=
d

dξ

(
µ(u)

du

dξ

)
=⇒ ln

u− u−

u+ − u
=

[u]

2µ
ξ + C

u+ > u−
(
µ = const

)
Метод моделирования

dt

1
=
dx

u
=
du

0
, u = Φ(x− ut)

прямолинейные характеристики: x = x0 + ut

x

t

x
− u

+ t
=
x
+
0

x−
u −
t =
x −
0

x+
0 x−0

Поведение характеристик
вблизи разрыва
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Термодинамически согласованные модели

Симметричная t–гиперболическая система уравнений в матричной форме:

A
∂U

∂t
=

n∑
i=1

Bi
∂U

∂xi
+QU +G (1)

Friedrichs K.O. Symmetric hyperbolic linear differential equations // Commun. Pure Appl. Math. 1954. V. 7, No. 2. P. 345–392.

Годунов С.К. Уравнения математической физики. М.: Наука, 1979. 392 с.

Термодинамически согласованная система законов сохранения:

∂ϕ(U)

∂t
=

n∑
i=1

∂ψi(U)

∂xi
+G , ϕ(U) =

∂Φ(U)

∂U
, ψi(U) =

∂Ψi(U)

∂U
(2)

Годунов С.К., Роменский Е.И. Элементы механики сплошных сред и законы сохранения. М.: Научная книга, 1998. 268 с.

∂

∂t

(
U · ϕ(U)− Φ(U)

)
=

n∑
i=1

∂

∂xi

(
U · ψi(U)−Ψi(U)

)
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Динамическая теории упругости

Классическая система уравнений:

ρ
∂v

∂t
= ∇ · σ + ρ g , a :

∂σ

∂t
=

1

2

(
∇v +∇v∗

)
; Φ =

1

2
v · v +

1

2
σ : a : σ , Ψi = (σ · v)i

Уравнения динамики континуума Коссера. Полная система уравнений содержит уравнения поступательного и
вращательного движения, кинематические и определяющие уравнения:

ρ
∂v

∂t
= ∇ · σ + ρ g, j

∂ω

∂t
= ∇ ·m− 2σa + j q

∂Λ

∂t
= ∇v + ω,

∂M

∂t
= ∇ω

σ = λ (δ : Λs) δ + 2µΛs + 2αΛa , m = β (δ : Ms) δ + 2 γ Ms + 2 ηMa

Условия гиперболичности:

3λ+ 2µ > 0, µ, α > 0; 3β + 2 γ > 0, γ, η > 0

Скорости упругих волн:

cp =

√
λ+ 2µ

ρ
, cs =

√
µ+ α

ρ
, cm =

√
β + 2 γ

j
, cω =

√
γ + η

j
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Вариационные неравенства

Задача минимизации выпуклой функции на выпуклом множестве:

f(u) = min
ũ∈F

f(ũ) ⇐⇒
(
ũ− u

)
· ∇f(u) > 0 ∀ ũ ∈ F

u1

u2

O

F

ū

ũ
u

Простой пример

Оператор проекции u = πA(ū) на выпуклое и замкнутое множество:

f(u) =
∥∥u− ū∥∥2

C
≡
(
u− ū

)
· C
(
u− ū

)
, ∇f(u) = 2C

(
u− ū

)
u ∈ F :

(
ũ− u

)
· C
(
u− ū) > 0 ∀ ũ ∈ F

C – симметричная положительно определенная матрица

Вариационное неравенство для монотонного оператора Q(u) 6= ∇f(u):

(ũ− u
)
·Q(u) > 0, u, ũ ∈ F

Решение существует, если множество F выпукло и замкнуто, а оператор Q(u) сильно монотонный:

(u′ − u) ·
(
Q(u′)−Q(u)

)
> α2

∥∥u′ − u∥∥ ∀ u, u′ ∈ F (α 6= 0)
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Принцип максимума Мизеса

Мощность пластической диссипации максимальна на действительных напряжениях:

σ : ep > σ̃ : ep, σ, σ̃ ∈ F
(
−
(
σ̃ − σ) : ep > 0

)
Применение теоремы Куна–Таккера:

F =
{
σ
∣∣ fj(σ) 6 0 (j = 1, ..., k)

}
, L(σ, λ) = −σ : ep +

k∑
j=1

λj fj(σ)

(3)

(1) (2)

ep

ep

Ассоциированный закон пластического течения:

ep =
k∑
j=1

λj
∂fj(σ)

∂σ
, λj > 0, λj fj(σ) = 0

ep =
1

2

(
∇v +∇v∗

)
− a :

∂σ

∂t

Теория упругопластического течения Прандтля–Рейсса:

(ṽ − v)(ρ v̇ −∇ · σ − ρ g) +
(
σ̃ − σ

)
: (a : σ̇ −∇v) > 0 , σ, σ̃ ∈ F
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Матричная форма моделей
Термодинамически согласованная система уравнений теории упругости:

A
∂U

∂t
=

n∑
i=1

Bi
∂U

∂xi
+QU +G

При учете пластической деформации эта система заменяется вариационным неравенством:

(Ũ − U) ·
(
A
∂U

∂t
−

n∑
i=1

Bi
∂U

∂xi
−QU −G

)
> 0, Ũ , U ∈ F (3)

Для учета вязко-пластической деформации служит регуляризованная система уравнений:

A
∂U ′

∂t
=

n∑
i=1

Bi
∂U ′

∂xi
+ C

πC(U ′)− U ′

η
+QU ′ +G

F – выпуклое и замкнутое множество, ограниченное поверхность. текучести

U(t, x), U ′(t, x) – m-векторы неизвестных функций, Ũ – варьируемый вектор
A – симметричная положительно определенная матрица механических параметров среды
Bi – симметричные матрицы коэффициентов при производных по пространственным переменным
Q – антисимметричная матрица, G – вектор объемных сил и предварительных напряжений
πC(U) – проекция U на множество F , η – коэффициент вязкости
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Случай квазилинейного оператора

Физматлит, 1997

Вариационное неравенство для термодинамически согласованного
гиперболического оператора типа Годунова:

(Ũ − U) ·
(
∂ϕ(U)

∂t
−

n∑
i=1

∂ψi(U)

∂xi
−G

)
> 0, Ũ , U ∈ F (4)

ϕ(U) =
∂Φ(U)

∂U
, ψi(U) =

∂Ψi(U)

∂U

Дивергентная форма вариационного неравенства:

Ũ ·
(
∂ϕ(U)

∂t
−

n∑
i=1

∂ψi(U)

∂xi
−G

)
>

∂

∂t

(
U · ϕ(U)− Φ(U)

)
−

−
n∑
i=1

∂

∂xi

(
U · ψi(U)−Ψi(U)

)
− U ·G, Ũ, U ∈ F

Соотношения сильного разрыва

Единственность решения задачи Коши

Непрерывная зависимость от исходных данных

Корректность постановки диссипативных граничных условий
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Соотношения сильного разрыва

Первые результаты:

Mandel J. Ondes plastiques dans un milieuindéfini à trois dimensions // J. de Mécanique. 1962. V. 1, No. 1. P. 119–141.

Быковцев Г.И., Кретова Л.Д. О распространении ударных волн в упругопластических средах //
Прикл. математика и механика. 1972. Т. 36, вып. 1. С. 106–116.

Кукуджанов В.Н. К исследованию уравнений динамики упругопластических сред при конечных деформациях.
Нелинейные волны деформаций. Таллин, 1977. Т. 2. С. 102–105.

Дивергентная форма вариационного неравенства для линейного оператора:

Ũ ·
(
A
∂U

∂t
−

n∑
i=1

Bi
∂U

∂xi
−QU −G

)
>

1

2

∂(U ·AU)

∂t
−

1

2

n∑
i=1

∂(U ·Bi U)

∂xi
− U ·QU − U ·G

Вариационное неравенство на поверхности ударной волны:(
Ũ −

U+ + U−

2

)
·D
(
U+ − U−

)
> 0 , U±, Ũ ∈ F

(
D = cA+

n∑
i=1

νiB
i

)
(5)
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Пластические ударные волны
Условие пластичности Мизеса

cf =

√
λ+ 2µ/3

ρ
, cp =

√
λ+ 2µ

ρ
, cs =

√
µ

ρ

Условие пластичности Треска–Сен-Венана

cf =

√
λ+ 2µ/3

ρ
, ct =

√
λ+ µ

ρ
, cq =

√
3λ+ 2µ

4λ+ 3µ

µ

ρ

Линейно упрочняющийся материал (ω – относительный модуль изотропного и кинематического упрочнения)

cf =

√
λ+ 2µ/3 + (λ+ 2µ)ω

(1 + ω) ρ
, cτ =

√
µω

(1 + ω) ρ

Садовский В.М. Гиперболические вариационные неравенства в задачах динамики упругопластических тел //
Прикл. матем. и мех. 1991. T. 55, № 6. С. 1041–1048.

Садовский В.М. Упругопластические волны сильного разрыва в линейно упрочняющихся средах //
Известия РАН: Механика твердого тела. 1997. T. 32, № 6. C. 104–111.

Куликовский А.Г., Чугайнова А.П. Исследование разрывов в решениях уравнений упругопластической среды
Прандтля–Рейсса // Ж. вычисл. матем. и матем. физ. 2016. Т. 56, № 4. С. 650–663.
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Априорные оценки решений
Вариационное неравенство:

(Ũ−U)

(
A
∂U

∂t
−

n∑
i=0

Bi
∂U

∂xi
−QU−G

)
> 0 , U, Ũ ∈ F

Неравенство для разности двух решений:

(
U ′−U

)
·
(
A
∂

∂t

(
U ′−U

)
−

n∑
i=1

Bi
∂

∂xi

(
U ′−U

)
−Q

(
U ′−U

)
−G′+G

)
6 0

Результат интегрирования по объему усеченного конуса –
энергетическая оценка решений:

∥∥U ′−U∥∥(t1) 6
∥∥U ′−U∥∥(t0) ea(t1−t0)+b

t1∫
t0

∥∥G′−G∥∥(t) ea(t1−t)dt

t

x1

x2O

ΩΩΩ0

ΩΩΩ1

ΓΓΓc

Усеченный конус для оценки решений
Годунов С.К. Уравнения математической физики.
М.: Наука, 1979. 391 с.

Овсянников Л.В. Лекции по основам газовой динамики.
Москва–Ижевск: Институт компьютерных исследований, 2003. 336 с.

Дюво Г., Лионс Ж.-Л. Неравенства в механике и физике. М.: Наука, 1980. 383 с.
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Априорные оценки решений

Неравенство Гамильтона–Якоби:

∂h

∂t
+H

(
∂h

∂x

)
> 0

(
h(t, x) = 0 − уравнение боковой поверхности

)
H(ν) – наименьший среди m действительных корней
c = Hk(ν) (k = 1, ...,m) характеристического
уравнения

detD(c, ν) = 0 , D(c, ν) = cA+
n∑
i=1

νiB
i

В случае разрывного решения при интегрировании
по конусу возникает дополнительный интеграл∫∫

Γ0

[
(U ′ − U) ·D (U ′ − U)

] dΓ
√

1 + c2

Подынтегральное выражение неотрицательно
в силу условий сильного разрыва.

Это позволяет получить ту же самую оценку.

t

x1

x2O

ΓΓΓc

ΓΓΓ0

Усеченный конус с поверхностью разрыва
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Априорные оценки решений

При интегрировании по усеченному конусу,
опирающемуся на границу, возникает интеграл:∫∫

Γb

(U ′ − U) ·
n∑
i=1

νiB
i (U ′ − U)

dΓ
√

1 + c2

Диссипативные граничные условия:

(
U ′ − U

)
·
n∑
i=1

νiB
i
(
U ′ − U

)
6 0

Кинематические граничные условия для скоростей
поступательного и вращательного движения

Динамические условия для векторов напряжений
и моментных напряжений на границе

Условия смешанного типа для скоростей и
напряжений (контактная задача)

Граничные условия контактного взаимодействия
с заранее неизвестной зоной контакта без учета
трения и с трением Кулона–Амонтона

t

x1

x2O

ΩΩΩ0

ΩΩΩ1

ΓΓΓc

ΓΓΓb

Усеченный конус, примыкающий к границе
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Модель упругопластической сыпучей среды
Вариационное неравенство модели:(

ṽ − v
)
·
(
ρ v̇ −∇ · σ − ρ g

)
+
(
σ̃ − σ

)
:
(
a : ṡ−∇v

)
> 0

σ, σ̃ ∈ F , σ = πK(s)

πK – проектор на конус K с вершиной в нуле (конус состояний сжатия)

Матричная форма вариационного неравенства:

(
Ṽ − V

)
·
(
A
∂U

∂t
−

n∑
i=1

Bi
∂V

∂xi

)
> 0 , V, Ṽ ∈ F

V = πK(U)

Регуляризация (учет слабого сопротивления среды растяжению):

V = εU + (1− ε)πK(U) =⇒ U =
1

ε
V −

1− ε
ε

πK(V )

Производящие потенциалы:

Φ(V ) =
1

2 ε

(
V ·AV − (1− ε)πK(V ) ·AπK(V )

)
, Ψi(V ) =

1

2
V ·Bi V

σ

σ

a

Реологическая схема
сыпучей среды
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Модель пористой упругопластической среды

Вариационное неравенство модели:(
ṽ − v

)
·
(
ρ v̇ −∇ · σ − ρ g

)
+
(
s̃− s

)
:
(
a : ṡ−∇v

)
+
(
q̃ − q

)
:
(
b : q̇ −∇v

)
> 0

s, s̃ ∈ F , σ = s+ πK(q)

Регуляризация: σ = s+ ε q + (1− ε)πK(q)

U =
(
v, s, q

)
, V =

(
v, s, πk(q)

)
Матричная форма вариационного неравенства:

(
Ṽ − V

)
·
(
A
∂U

∂t
−

n∑
i=1

Bi
∂V

∂xi

)
> 0 , V, Ṽ ∈ F

V = πK(U)

Производящие потенциалы регуляризованной модели:

Φ(V ) =
1

2 ε

(
V ·AV − (1− ε)πK(V ) ·AπK(V )

)
, Ψi(V ) =

1

2
V ·Bi V

σ

σ

a b

ε0

Реологическая схема
пористой среды
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Оценки гладких решений

Вариационное неравенство для квазилинейного дифференциального оператора

D
〈
U
〉

=
∂ϕ(U)

∂t
−

n∑
i=1

∂ψi(U)

∂xi
: (Ũ − U) ·

(
D
〈
U
〉
−G(U)

)
> 0, Ũ , U ∈ F

В результате интегрирования неравенства для разности двух решений:(
U ′ − U

)
·
(
D〈U ′〉 − D〈U〉

)
6
(
U ′ − U

)
·
(
G′(U ′)−G(U)

)
по объему усеченного конуса получим оценку

∥∥U ′ − U∥∥(t1) 6
∥∥U ′ − U∥∥(t0) ea(t1−t0) + b

t1∫
t0

‖G′(U ′)−G(U ′)‖(t) ea(t1−t) dt , (6)

Здесь норма определяется по формуле

‖U ′ − U‖2(t) =

∫
Ω(t)

(U ′ − U) ·A(U) (U ′ − U) dΩ

Единственность и непрерывная зависимость решения задачи Коши

Конечность областей зависимости и влияния решений

Корректность постановки диссипативных граничных условий
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Моделирование сильных разрывов

Дивергентная форма вариационного неравенства:

Ũ · D〈U〉 − (Ũ − U) ·G(U) >
∂

∂t

(
U · ϕ(U)− Φ(U)

)
−

n∑
i=1

∂

∂xi

(
U · ψi(U)−Ψi(U)

)
Переход к обобщенной интегральной формулировке дает необходимые условия на поверхности разрыва:

Ũ ·
[
r(U)

]
> c
[
U · ϕ(U)− Φ(U)

]
+

n∑
i=1

νi
[
U · ψi(U)−Ψi(U)

]
, r(U) = c ϕ(U) +

n∑
i=1

νi ψi(U)

После простых преобразований:(
Ũ − U0

)[
r(U)

]
> − d(U) = c

([
U
]
· ϕ0(U)−

[
Φ(U)

])
+

n∑
i=1

νi

([
U
]
· ψ0
i (U)−

[
Ψi(U)

])
(7)

U0 = (U+ + U−)/2, величины ϕ0(U) и ψ0
i (U) определяются аналогично

В соответствии с принципом Циглера постулируем выполнение более строгого неравенства:(
Ũ − U0)

[
r(U)

]
> 0 , U0 , Ũ ∈ F (8)
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Волны сдвига в нелинейно упрочняющейся среде
Вариационное неравенство модели:(

ṽ − v
)(
ρ
∂v

∂t
−
∂τ

∂x

)
+
(
τ̃ − τ

)( 1

µ

∂τ

∂t
−
∂v

∂x

)
+
(
θ̃ − θ

)∂η(θ)

∂t
> 0 , τ 6 θ , τ̃ 6 θ̃

Производящие потенциалы:

Φ(v, τ, θ) =
1

2
ρ v2 +

1

2µ
τ2 +

θ∫
θ0

η(θ′) dθ′ , Ψ(v, τ) = v τ

Соотношения сильного разрыва (c > 0, ν = ±1):

ρ c [v]± [τ ] = 0 ,
(
τ̃ − τ0

)( c
µ

[τ ]± [v]

)
+ c

(
θ̃ − θ0

)
[η(θ)] > 0 , τ± 6 θ± , τ̃ 6 θ̃ (9)

определяют два типа ударных волн – упругие волны, когда хотя бы одно из неравенств τ± 6 θ± строгое:

ρ c [v]± [τ ] = 0 ,
c

µ
[τ ]± µ [v] = 0 , [η(θ)] = 0 =⇒ c =

√
µ

ρ

и пластические волны, когда τ± = θ±:

ρ c [v]± [τ ] = 0 ,
c

µ
[τ ]± [v] = −λ , c [η(θ)] = λ > 0 =⇒

1

ρc2
=

1

µ
+

[η(θ)]

[τ ]
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Волны сдвига в нелинейно упрочняющейся среде
Дополнительное условие реализуемости пластической волны

d(θ) =

θ+∫
θ−

η(θ′) dθ′ − [θ] η0(θ) > 0

автоматически выполняется в случае выпуклой вниз диаграммы
чистого сдвига. В случае выпуклой вверх диаграммы реализуется
непрерывное решение системы:

ρ
∂v

∂t
=
∂τ

∂x
,

∂

∂t

(
1

µ
τ + η(τ)

)
=
∂v

∂x
η(θ)

θ

θ0

θ−

θ+

d(θ)

Диаграмма чистого сдвига

x

t

τ = 0

τ = θ0
τ = τ0

τ0

x

t

τ = 0

τ = τ0

τ0

Задача о мгновенном приложении нагрузки
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Методы вариационных неравенств в задачах динамики упругопластических, сыпучих и пористых сред

Заключение

Методы, основанные на формулировке определяющих соотношений
механики упругопластических, сыпучих и пористых сред в виде
вариационных неравенств, являются эффективным средством
исследования задач, в которых неявно присутствует неизвестная граница
(граница, разделяющая зоны упругости и пластичности, или зоны
растяжения и сжатия материала), в которых с течением времени
может происходить резкая смена состояний. Это относится к анализу
вопросов разрешимости задач, построению обобщенных (разрывных)
решений и конструированию методов численной реализации моделей.

Спасибо за внимание!
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