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Ñîãëàñíî òåîðåìå Áåðæå, åñëè îäíîñâÿçíîå ðèìàíîâî

ìíîãîîáðàçèå M íå ëîêàëüíî ñèììåòðè÷íî è íå ÿâëÿåòñÿ

ïðîèçâåäåíèåì, òî åãî ãðóïïà ãîëîíîìèé ïðèíàäëåæèò

ñëåäóþùåìó ñïèñêó:

I SO(n) (dimM = n);

I U(n) (dimM = 2n, êýëåðîâî);

I SU(n) (dimM = 2n,Êàëàáè�ßî);

I Sp(n) (dimM = 4n, ãèïåðêýëåðîâî);

I Sp(n)Sp(1) (dimM = 4n, êâàòåðíèîííî êýëåðîâî);

I G2 (dimM = 7);

I Spin(7) (dimM = 8).

Ãðóïïû ãîëîíîìèé U(n), SU(n), Sp(n), Sp(n)Sp(1),G2 è Spin(7)
íàçûâàþòñÿ ñïåöèàëüíûìè ãðóïïàìè ãîëîíîìèé.



Ìíîãîîáðàçèÿ ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèé SU(n),Sp(n),G2 è Spin(7)
ÿâëÿþòñÿ ðè÷÷è-ïëîñêèìè.

Ýòî � åäèíñòâåííûå èçâåñòíûå ïðèìåðû îäíîñâÿçíûõ

ðè÷÷è-ïëîñêèõ êîìïàêòíûõ îäíîñâÿçíûõ ìíîãîîáðàçèé.

ßâíûå ïðèìåðû ðè÷÷è-ïëîñêèõ ìåòðèê íà òàêèõ ìíîãîîáðàçèÿõ

íåèçâåñòíû.

Åñëè dimM = 7 èëè 8, òî M äîïóñêàåò íåòðèâèàëüíîå

ïàðàëëåëüíîå ñïèíîðíîå ïîëå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî

ãðóïïà ãîëîíîìèé åñòü G2 èëè Spin(7).

Âñå èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû êàñàþòñÿ òîëüêî ñóùåñòâîâàíèÿ

òàêèõ ìåòðèê:

òåîðåìà ßî (î ìíîãîîáðàçèÿõ Êàëàáè�ßî, 1977),

òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðèê ñ G2- è Spin(7)-ãîëîíîìèÿìè
íà íåêîòîðûõ ìíîãîîáðàçèÿõ (ïåðâûå ïðèìåðû ïîñòðîåíû

Äæîéñîì, 1996).



Îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìàëüíî, åñëè åãî ìèíèìàëüíàÿ

ìîäåëü (â ñìûñëå Ñóëëèâàíà) êâàçèèçîìîðôíà åãî êîëüöó

ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé (êàê ÄÃÀ).

Äëÿ ôîðìàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé âñå ðàöèîíàëüíûå âûñøèå

ãîìîòîïè÷åñêèå ãðóïïû âîññòàíàâëèâàþòñÿ ïî ðàöèîíàëüíîìó

êîëüöó êîãîìîëîãèé.

Ìíîãîîáðàçèå ôîðìàëüíî, åñëè è òîëüêî åñëè âñå åãî

ïðîèçâåäåíèÿ Ìàññè ðàâíû íóëþ (â íåêîòîðîì ðàâíîìåðíîì

ñìûñëå).

Êýëåðîâû ìíîãîîáðàçèÿ ôîðìàëüíû

(Äåëèíü�Ãðèôôèòñ�Ìîðãàí�Ñóëëèâàí, 1975).

Ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãîîáðàçèÿ ôîðìàëüíû.

Ñóùåñòâóþò íåôîðìàëüíûå îäíîñâÿçíûå ñèìïëåêòè÷åñêèå

ìíîãîîáðàçèÿ (Áàáåíêî�Ò., 1998).

Îòêðûòûé âîïðîñ. ßâëÿþòñÿ ëè ìíîãîîáðàçèÿ ñî

ñïåöèàëüíûìè ãîëîíîìèÿìè ôîðìàëüíûìè?

Ýòîò âîïðîñ îòêðûò äëÿ ìíîãîîáðàçèé ñ ãðóïïàìè ãîëîíîìèé

Sp(n)Sp(1),G2 è Spin(7).



Îáîáùåííàÿ êîíñòðóêöèÿ Êóììåðà:

Äæîéñ (1995: TN/Γ äëÿ G2 è Spin(7), 1999: CY 8/Γ äëÿ Spin(7))

Ñêðó÷åííàÿ ñâÿçíàÿ ñóììà è åå îáîáùåíèÿ:

Êîâàëåâ (2003), Êîâàëåâ�Ëè (2011),

Êîðòè�Õàñêèíñ�Íîðäñòðåì�Ïà÷èíè (2015)



Êîíñòðóêöèÿ Êóììåðà:

T 4/〈σ〉, σ : x → −x , σ2 = 1, 〈σ〉 = Z2.

16 íåïîäâèæíûõ òî÷åê èíâîëþöèè σ çàäàþò 16 êîíè÷åñêèõ

(íàä RP3) òî÷åê â T 4/Z2.

Ðàçðåøàÿ îñîáåííîñòè, ìû çàìåíÿåì ýòè êîíóñà íà ðàññëîåíèÿ

íàä CP1 = S2 ñî ñëîÿìè, äèôôåîìîðôíûìè äâóìåðíîìó

äèñêó.

Êàæäàÿ êîïèÿ CP1 çàäàåò äâóìåðíûé öèêë [z ] ñ èíäåêñîì
ñàìîïåðåñå÷åíèÿ −2:

[z ] ∩ [z ] = −2.

Ïðîåêöèè äâóìåðíûõ òîðîâ ïðèâîäÿò ê òðåì êîïèÿì

2H =

(
0 2
2 0

)
â ôîðìå ïåðåñå÷åíèé.

Â òåðìèíàõ ýòèõ äâóìåðíûõ öèêëîâ ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ (íàä

Q) ðàâíà
(−2)⊕ · · · ⊕ (−2)︸ ︷︷ ︸

16

⊕(2H)⊕ 2H ⊕ 2H.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñèãíàòóðà ïîâåðõíîñòè Êóììåðà ðàâíà −16, à
åå âòîðîå ÷èñëî Áåòòè åñòü b2 = 22.



Ìèëíîð (1958):

÷åòíàÿ íåçíàêîîïðåäåëåííàÿ óíèìîäóëÿðíàÿ ôîðìà íàä Z
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ åå ðàíãîì r è ñèãíàòóðîé τ :(

−τ
8

)
E8(−1)⊕

(
r + τ

2

)
H,

ãäå

E8(−1) = (−1) ·



2 0 −1 0 0 0 0 0
0 2 0 −1 0 0 0 0
−1 0 2 −1 0 0 0 0
0 −1 −1 2 −1 0 0 0
0 0 0 −1 2 −1 0 0
0 0 0 0 −1 2 −1 0
0 0 0 0 0 −1 2 −1
0 0 0 0 0 0 −1 2


.

Ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ K3 ïîâåðõíîñòè åñòü

E8(−1)⊕ E8(−1)⊕ H ⊕ H ⊕ H.

ßâíàÿ êîíñòðóêöèÿ êàíîíè÷åñêîãî áàçèñà (áåç èñïîëüçîâàíèÿ

òåîðèè ðåøåòîê) (Ò.,2017).



Äëÿ çàìêíóòîãî îðèåíòèðîâàííîãî n-ìåðíîãî ãëàäêîãî
ìíîãîîáðàçèÿ X ôîðìà ïåðåñå÷åíèÿ (öèêëîâ)

Hk(X ;Z)× Hl(X ;Z)
∩−→ Hk+l−n(X ;Z)

îïðåäåëÿåòñÿ êàê

u ∩ v = D−1(Du ∪ Dv),

ãäå

D : Hi (X ;Z)→ Hn−i (X ;Z), i = 0, . . . , n,

� îïåðàòîð äâîéñòâåííîñòè Ïóàíêàðå. Êîëüöî ïåðåñå÷åíèÿ

(Ïóàíêàðå�Ëåôøåö�Ïîíòðÿãèí) äâîéñòâåííî êîëüöó

êîãîìîëîãèé.

Åñëè öèêëû u è v ðåàëèçîâàíû òðàíñâåðñàëüíî

ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïîäìíîãîîáðàçèÿìè Y è Z , òî èõ
ïåðåñå÷åíèå � ýòî ãëàäêîå ïîäìíîãîîáðàçèå W , ðåàëèçóþùåå

öèêë w òàêîé, ÷òî

u ∩ v = w , u ∩ v = (−1)(n−k)(n−l)v ∩ u.



Ïðèìåð ìíîãîîáðàçèÿ Äæîéñà

Ðàññìîòðèì íà T 7 = R7/Z7 èíâîëþöèè

α((x1, . . . , x7)) = (−x1,−x2,−x3,−x4, x5, x6, x7),

β((x1, . . . , x7)) = (b1 − x1, b2 − x2, x3, x4,−x5,−x6, x7),

γ((x1, . . . , x7)) = (c1 − x1, x2, c3 − x3, x4, c5 − x5, x6,−x7),

êîòîðûå ïîïàðíî êîììóòèðóþò

αβ = βα, αγ = γα, βγ = γβ,

è ñëåäîâàòåëüíî äëÿ âñåõ b1, b2, c1, c3, c5 ïîðîæäàþò äåéñòâèå
Γ = Z3

2 íà T 7.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå ïîñòîÿííûå, êîòîðûì îòâå÷àåò

îäíîñâÿçíîå ìíîãîîáðàçèå M7:

b1 = c5 = 0, b2 = c1 = c3 =
1

2
.



I Γ äåéñòâóåò íà H∗(T 7) èíâîëþöèÿìè, H1(T 7) è H2(T 7) íå
ñîäåðæàò íåòðèâèàëüíûõ èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, à

èíâàðèàíòíîå ïîäïðîñòðàíñòâî â H3(T 7) ïîðîæäåíî
ôîðìàìè

dx2 ∧ dx4 ∧ dx6, dx3 ∧ dx4 ∧ dx7, dx5 ∧ dx6 ∧ dx7,

dx1 ∧ dx2 ∧ dx7, dx1 ∧ dx3 ∧ dx6,

dx1 ∧ dx4 ∧ dx5, dx2 ∧ dx3 ∧ dx5.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

b1(T 7/Γ) = b2(T 7/Γ) = 0, b3(T 7/Γ) = 7.

Òàê êàê 7-ôîðìà dx1 ∧ · · · ∧ dx7 ÿâëÿåòñÿ Γ-èíâàðèàíòíîé,
∗ : Hk(T 7)→ H7−k(T 7) ïåðåâîäèò èíâàðèàíòíûå ôîðìû â

èíâàðèàíòíûå è, ñëåäîâàòåëüíî,

b6(T 7/Γ) = b5(T 7/Γ) = 0, b4(T 7/Γ) = 7.

I Äåéñòâèå Γ = Z3
2 íå ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Íåïîäâèæíûå

òî÷êè êàæäîé èç èíâîëþöèé α, β, γ îáðàçóþò 16
òðåõìåðíûõ òîðîâ.



I Γ/Z2 äåéñòâóåò íåòðèâèàëüíûìè ïåðåñòàíîâêàìè íà

íåïîäâèæíûõ òîðàõ èíâîëþöèé α, β, γ è Γ-îðáèòà êàæäîãî
òàêîãî òîðà ñîñòîèò èç ÷åòûðåõ òîðîâ.

I Ïðîèçâåäåíèÿ ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòàðíûõ èíâîëþöèé, ò.å.

αβ è ò.ä., íå èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê.

I Êàæäàÿ èíâîëþöèÿ α, β, γ òàêîå Z2-äåéñòâèå íà T 7, ÷òî

T 7/Z2 = T 3 × (T 4/Z2),

ãäå T 4/Z2 � ñèíãóëÿðíàÿ ïîâåðõíîñòü Êóììåðà. Áîëåå

òîãî π1(T 7/Γ) = 0.

I Ñèíãóëÿðíîå ìíîæåñòâî â T 7/Γ ðàñïàäàåòñÿ íà 12

òðåõìåðíûõ òîðîâ. Äëÿ êàæäîãî ñèíãóëÿðíîãî òîðà

ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, ãîìåîìîðôíàÿ

U = T 3 × (D/〈−1〉),

ãäå D = {|z | ≤ τ : z ∈ C2}.
I Ñ òîïîëîãè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ M7 ïîëó÷àåòñÿ èç T 7/Γ

ïîñëîéíûì ðàçðåøåíèì ñèíãóëÿðíîñòåé â D/Z2.



I Ðàöèîíàëüíûå ãðóïïû ãîìîëãèé ìíîãîîáðàçèÿ M7 èìåþò

ñëåäóþùèé âèä:

b2 = 12 è îáðàçóþùèå çàäàþòñÿ 12 öèêëàìè cδi , êîòîðûå
îòâå÷àþò ïîäìíîãîîáðàçèÿì âèäà CP1, âîçíèêàþùèõ ïðè

ðàçðåøåíèè îñîáåííîñòåé;

b3 = 43 è îáðàçóþùèå çàäàþòñÿ 7 öèêëàìè tk , çàäàííûõ
òîðàìè, îòâå÷àþùèìè èíâàðèàíòíûì 3-ôîðìàì íà T 7, è

12 ñåìåéñòâàìè ïðîèçâåäåíèé CP1 è îáðàçóþùèõ 1-öèêëîâ
â ñèíãóëÿðíûõ òîðàõ: λδij .

Çäåñü δ ∈ {α, β, γ}, i = 1, 2, 3, 4, j = 1, 2, 3,
k ∈ {α, β, γ, 1, 2, 3, 4}.



Òåîðåìà.

Ãðóïïà ðàöèîíàëüíûõ ãîìîëîãèé H∗(M
7;Q) èìååò ñëåäóþùèå

îáðàçóþùèå ðàçìåðíîñòè ≤ dimM7 = 7:

dim = 2 : cδi ; dim = 3 : cδij , tδ, ti ;

dim = 4 : c ′δij , t
′
δ, t

′
i ; dim = 5 : c ′δi ,

ãäå δ ∈ {α, β, γ}, i = 1, . . . , 4, j = 1, 2, 3. Íåòðèâèàëüíûå
ïåðåñå÷åíèÿ îáðàçóþùèõ èìåþò âèä

cδi ∩ c ′δi = −2, cδij ∩ c ′δij = −2, tδ ∩ t ′δ = 4, ti ∩ t ′i = 8,

c ′δi ∩ c ′δi = −2tδ, t ′δ ∩ c ′δi = 4cδi .



Çàìå÷àíèÿ.

1) Äëÿ îïèñàíèÿ êîëüöà ðàöèîíàëüíûõ êîãîìîëîãèé äîñòàòî÷íî

êàæäîé îáðàçóþùåé a ∈ H∗, dim a = k ñîïîñòàâèòü îáðàçóþùóþ

ā ∈ H∗, deg ā = n − k , è âñå ñîîòíîøåíèÿ âèäà a ∩ b = c
çàìåíèòü íà ā ∪ b̄ = c̄ .

2) Àíàëîãè÷íî ìû ìîæåì îïèñàòü ðàöèîíàëüíûå êîëüöà

êîãîìîëîãèé äðóãèõ ìíîãîîáðàçèé ñî ñïåöèàëüíûìè

ãîëîíîìèÿìè, êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ ñ ïîìîùüþ îáîáùåííîé

êîíñòðóêöèè Êóììåðà.

3) Ïåðâàÿ ñòðîêà â òåîðåìå çàäàåò ñïàðèâàíèå ãðóïï Hk è Hn−k
(äâîéñòâåííîñòü Ïóàíêàðå), êîòîðîå â òåðìèíàõ äàííûõ

îáðàçóùèõ èìååò âèä a→ a′. Íåòðèâèàëüíûå ïðîèçâåäåíèÿ
îïèñûâàþòñÿ âî âòîðîé ñòðîêå.

4) M7 íå èìååò íåòðèâèàëüíûõ ïðîèçâåäåíèé Ìàññè, êîòîðûå â

äàííîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü òîëüêî òðîéíûìè ïðîèçâåäåíèÿìè

〈a, b, c〉 äâóìåðíûõ öèêëîâ.


