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Äëÿ êëàññèôèêàöèè áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ è ðàçâèòèÿ òåîðèè
èíúåêòèâíûõ ïðîñòðàíñòâ àêòóàëüíà çàäà÷à èçó÷åíèÿ èíúåêòèâíûõ
ñâîéñòâ ïðîñòðàíñòâà C (βN× βN) , ïðåäñòàâèìîãî â ðàçíûõ ôîðìàõ.
Â ÷àñòíîñòè, îíî èìååò âèä C (cN), ãäå cN � ýòî íåêîòîðàÿ
êîìïàêòèôèêàöèÿ íàòóðàëüíîãî ðÿäà, è åãî ìîæíî èçó÷àòü èìåííî ñ
ýòîé òî÷êè çðåíèÿ. Â ðàáîòå â ïåðâóþ î÷åðåäü ðàññìàòðèâàþòñÿ
êîìïàêòèôèêàöèè îáðàòíûõ ñïåêòðîâ, ÿâëÿþùèåñÿ òàêæå
êîìïàêòèôèêàöèÿìè íàòóðàëüíîãî ðÿäà.
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Îïðåäåëåíèå 1

Áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ èíúåêòèâíûì, åñëè äëÿ ëþáîãî
áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X è ëþáîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Y ⊂ X ëþáîå
ëèíåéíîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå t : Y → E ïðîäîëæàåòñÿ äî
ëèíåéíîãî íåïðåðûâíîãî îòáðàæåíèÿ T : X → E . Åñëè âñåãäà
ñóùåñòâóåò òàêîå ïðîäîëæåíèå T , ÷òî ∥T∥ ⩽ λ∥t∥ äëÿ íåêîòîðîé
êîíñòàíòû λ > 0, òî ïðîñòðàíñòâî E íàçûâàåòñÿ λ-èíúåêòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 2

Åñëè â îïðåäåëåíèè 1 ïðîñòðàíñòâî X ñåïàðàáåëüíî, òî ïðîñòðàíñòâî
E íàçûâàåòñÿ ñåïàðàáåëüíî èíúåêòèâíûì.

Îïðåäåëåíèå 3

Åñëè â îïðåäåëåíèè 1 ïðîñòðàíñòâî Y ñåïàðàáåëüíî, òî ïðîñòðàíñòâî
E íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíî ñåïàðàáåëüíî èíúåêòèâíûì.
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Ïðåäëîæåíèå 1

Ïóñòü A è B � áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì B ⊂ A �
äîïîëíÿåìîå ïîäïðîñòðàíñòâî. Òîãäà åñëè ïðîñòðàíñòâî A îáëàäàåò
êàêîé-ëèáî èíúåêòèâíîñòüþ (èíúåêòèâíîñòü, ñåïàðàáåëüíàÿ
èíúåêòèâíîñòü, óíèâåðñàëüíàÿ ñåïàðàáåëüíàÿ èíúåêòèâíîñòü), òî è åãî
ïîäïðîñòðàíñòâî B îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì.
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Îïðåäåëåíèå 4

X � òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî, Y � õàóñäîðôîâ êîìïàêò,
c : X → Y � ãîìåîìîðôíîå âëîæåíèå, ïðè÷åì c(X ) = Y . Òîãäà Y
íàçûâàåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé ïðîñòðàíñòâà X è îáîçíà÷àåòñÿ cX .

c1X ⩾ c2X ⇔ ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f : c1X → c2X òàêîå, ÷òî f ◦ c1 = c2.
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Ñðåäè âñåõ êîìïàêòèôèêàöèé ïðîñòðàíñòâà X ñóùåñòâóåò
íàèáîëüøàÿ êîìïàêòèôèêàöèÿ. Îíà íàçûâàåòñÿ êîìïàêòèôèêàöèåé
×åõà�Ñòîóíà è îáîçíà÷àåòñÿ βX .

Ó âñÿêîãî íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ f : X → K â íåêîòîðûé
êîìïàêò K åñòü íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà βX .
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Îïðåäåëåíèå 5

P =
{
Ai , f

j
i

}
� îáðàòíûé ñïåêòð, åñëè

{
Ai

}
i∈N � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

ïðîñòðàíñòâ è
{
f ji
}
j⩾i

� òàêîé íàáîð íåïðåðûâíûõ îòîáðàæåíèé

f ji : Aj → Ai äëÿ âñåõ j ⩾ i , ÷òî ïðè a ⩾ b ⩾ c f ac = f bc ◦ f ab .

Ïðåäåë îáðàòíîãî ñïåêòðà P � ýòî ïîäïðîñòðàíñòâî òèõîíîâñêîãî
ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñïåêòðà, ñîñòîÿùåå èç âñåõ òî÷åê{
xi
}
i∈N ∈

∞∏
i=1

Ai òàêèõ, ÷òî f ji (xj) = xi äëÿ âñåõ j ⩾ i . Îí

îáîçíà÷àåòñÿ lim
←−

P .
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Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ïðîñòðàíñòâ Ai , ãäå i ∈ N.
Çàäàäèì ïðîñòðàíñòâà Ai ïî èíäóêöèè. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòðàíñòâà
íàòóðàëüíûé ðÿä N ÿâëÿåòñÿ âñþäó ïëîòíûì ïîäïðîñòðàíñòâîì.
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Ïðåäëîæåíèå 1

Äëÿ êàæäîãî i ∈ N ñóùåñòâóåò òàêîå íåïðåðûâíîå îòîáðàæåíèå
f i+1
i : Ai+1 → Ai , ÷òî f i+1

i |N2(i+1) � ýòî áèåêöèÿ íà N2i .

Ïîñòðîåííûå îòîáðàæåíèÿ f i+1
i ïîçâîëÿþò ðàññìîòðåòü îáðàòíóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P =
{
Ai , f

j
i

}
èç ïðîñòðàíñòâ Ai . Çäåñü

f ji = f jj−1 ◦ f
j−1
j−2 ◦ · · · ◦ f i+1

i äëÿ j > i .

Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó ïðîñòðàíñòâà Ai òèõîíîâñêèå, ìîæíî
ðàññìîòðåòü îáðàòíóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü P̃ =

{
βAi , f̃

j
i

}
. Çäåñü

f̃ ji : βAj → βAi � ýòî íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå îòîáðàæåíèÿ f i+1
i ,

ñóùåñòâóþùàÿ ïî ñâîéñòâàì êîìïàêòèôèêàöèè ×åõà�Ñòîóíà.

12 èþíÿ 2025 ã. 12 / 21



Âëîæèâ N â ëþáîå èç ïðîñòðàíñòâ Ai áèåêöèåé íà N2i è ñîãëàñîâàâ
âëîæåíèÿ N âî âñå îñòàëüíûå ïðîñòðàíñòâà Ai ñ ïîìîùüþ
îòîáðàæåíèé f i+1

i , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâà Ai , à âìåñòå ñ

íèìè è lim
←−

P̃ è β lim
←−

P êàê êîìïàêòèôèêàöèè N.

Âîçíèêàåò âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè lim
←−

P̃ , β lim
←−

P è βN êàê

êîìïàêòèôèêàöèé lim
←−

P è N è êàê ïðîñòðàíñòâ. Ëåãêî ïîëó÷èòü, ÷òî

lim
←−

P̃ ≤ β lim
←−

P ≤ βN.
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Òåîðåìà 1

lim
←−

P̃ ̸= β lim
←−

P êàê êîìïàêòèôèêàöèè lim
←−

P .

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè â lim
←−

P äâóõ

çàìêíóòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâ A è B , ÷üè çàìûêàíèÿ â
β lim
←−

P íå ïåðåñåêàþòñÿ, îäíàêî çàìûêàíèÿ â lim
←−

P̃ ïåðåñåêàþòñÿ.
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Ñëåäñòâèå 1

lim
←−

P̃ ̸= β lim
←−

P êàê êîìïàêòèôèêàöèè N.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà èñïîëüçóåòñÿ îòîáðàæåíèå f : lim
←−

P → R, êîòîðîå

èìååò ïðîäîëæåíèå f̃ : β lim
←−

P → R, íî íå ïðîäîëæàåòñÿ íà lim
←−

P̃ . Ýòî

îòîáðàæåíèå ñóùåñòâóåò ïî òåîðåìå 1 è ñâîéñòâàì êîìïàêòèôèêàöèè
×åõà�Ñòîóíà.
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Ñëåäñòâèå 2

lim
←−

P̃ ≇ β lim
←−

P .

Äîêàçàòåëüñòâî çàêëþ÷àåòñÿ â èñïîëüçîâàíèè ÷àñòíûõ ñâîéñòâ
ðàññìàòðèâàåìûõ ïðîñòðàíñòâ.
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Îïðåäåëåíèå

Ïóñòü P =
{
Ai , f

i+1
i , N

}
� îáðàòíûé ñïåêòð. Ïóñòü

S =
{
Bk , g

k+1
k , N

}
� òîæå îáðàòíûé ñïåêòð, ãäå Bk = Aik , äëÿ

íåêîòîðîãî ik ∈ N, à

gk+1
k =

{
f
ik+1

ik
ïðè ik+1 ≥ ik ,

idAik+1
ïðè ik+1 < ik ,

(1)

ãäå idAik+1
� ýòî òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå Aik+1

íà êîïèþ Aik+1

âíóòðè Aik ñ íîìåðàìè 1 â ñîîòâåòñòâóþùèõ êîïèÿõ (ïåðâàÿ êîïèÿ
Aik+1

âíóòðè ïåðâîé êîïèè Aik+1+1 âíóòðè . . . ïåðâîé êîïèè Aik−1
âíóòðè Aik ). Îòîáðàæåíèÿ idAik+1

: Aik+1
→ Aik , êîíå÷íî, íå

ñþðúåêòèâíû, íî ÿâëÿþòñÿ ãîìåîìîðôíûìè âëîæåíèÿìè Aik+1
.
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Òåîðåìà 2

Ïðåäåë lim
←−

S ìîæåò áûòü òðåõ âèäîâ. ×òîáû åãî îïðåäåëèòü, íóæíî

ïîñ÷èòàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ jk = ik+1 − ik .

1. Åñëè
∣∣{jk ; jk > 0, k ∈ N

}∣∣ < ℵ0, òî lim
←−

S = Ai , ãäå

i = limn→∞ inf
{
ik ; k > n

}
;

2. Åñëè
∣∣{jk ; jk > 0, k ∈ N

}∣∣ = ℵ0 è
∣∣{jk ; jk < 0, k ∈ N

}∣∣ < ℵ0, òî
lim
←−

S = lim
←−

P ;

3. Åñëè
∣∣{jk ; jk > 0, k ∈ N

}∣∣ = ℵ0 è
∣∣{jk ; jk < 0, k ∈ N

}∣∣ = ℵ0, òî
lim
←−

S =
{
1, ∗s1

}
.

Çäåñü ïîä 1 ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈
∏
k∈N

Bk , ÷òî locik (xk) = 1 äëÿ

âñåõ k ∈ N (òî÷êà 1 èç lim
←−

P îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè), à ïîä ∗s1
ïîíèìàåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x ∈

∏
k∈N

Bk , ÷òî xk = ∗t
1ik−1 äëÿ âñåõ k ∈ N

(òî÷êà ∗s1 èç lim
←−

P îáëàäàåò òåìè æå ñâîéñòâàìè).

12 èþíÿ 2025 ã. 18 / 21



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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ß. Àíòîíîâñêîãî è À. Â. Àðõàíãåëüñêîãî. � Ì. : Ìèð, 1986. �
751 ñ.
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Àïðîáàöèÿ

(1) Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèè ¾Ãåîìåòðèÿ è òîïîëîãèÿ
òðåõìåðíûõ ìíîãîîáðàçèé¿, 17-21 ñåíòÿáðÿ 2022 ã., Ñî÷è, Ñèðèóñ

(2) Âñåðîññèéñêàÿ ìîëîäåæíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñòóäåíòîâ ¾Âñå
ãðàíè ìàòåìàòèêè è ìåõàíèêè¿, 21-24 ìàÿ 2024 ã., ã. Òîìñê, ÒÃÓ

(3) Ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Àêòóàëüíûå ïðîáëåìû
ñîâðåìåííîé ãåîìåòðèè è òîïîëîãèè¿, ïðèóðî÷åííàÿ ê 70-ëåòèþ
ïðîôåññîðà Íàðìàíîâà Àáäèãàïïàðà ßêóáîâè÷à, 27-29 îêòÿáðÿ,
2024 ã., ã. Òàøêåíò, Ðåñïóáëèêà Óçáåêèñòàí
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