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Îïðåäåëåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ

K , S - õàóñäîðôîâû êîìïàêòû C (K ) - áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî

íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé íà êîìïàêòå K ñ íîðìîé

∥x∥ = sup{|x(k)| : k ∈ K}
Cp (K ) - ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ

ôóíêöèé íà K ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Åñëè A ⊂ K è A = K , òî ÷åðåç Cp(A) (K ) áóäåì ïîíèìàòü

ïðîñòðàíñòâî íåïðåðûâíûõ âåùåñòâåííîçíà÷íûõ ôóíêöèé, â êîòîðîì

áàçà îêðåñòíîñòåé ôóíêöèè x0 çàäàåòñÿ ìíîæåñòâàìè âèäà

u (x0, k1, . . . , kn, ε) = {x ∈ C (K ) : |x (ki )− x0 (ki )| < ε, i = 1, . . . , n}, ãäå
ε > 0, n ∈ N è ki ∈ A äëÿ âñåõ i ≤ n.



Òàêèå ïðîñòðàíñòâà ðàñìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â ðàáîòå

T.Dobrowolski, W. Marciszewski ¾Classi�cation of function spaces with the

pointwise topology determined by a countable dense set¿ Fund. math.

148(1995). Â ýòîé ðàáîòå ïðèìåíÿåòñÿ îáîçíà÷åíèå CA (K ) äëÿ
ñ÷åòíûõ âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâ A ⊂ K

Âîïðîñ: ïðè êàêèõ âñþäó ïëîòíûõ ïîäìíîæåñòâà A è B â

êîìïàêòå K ïðîñòðàíñòâà Cp(A) (K ) è Cp(B) (K ) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíûìè

Íàïðèìåð: ïðîñòðàíñòâà c è c0, ðàñìàòðèâàåìûå êàê
ïîäïðîñòðàíñòâà â ïðîèçâåäåíèè Rω, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíûìè, õîòÿ ýòè ïðîñòðàíñòâà â íîðìèðîâàííîé òîïîëîãèè

èçîìîðôíû



Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

Òåîðåìà

Åñëè n = m, òî ïðîñòðàíñòâà Cp(A) [a, b] è Cp(B) [c , d ] ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.

Òåîðåìà

Ïóñòü K , S � õàóñäîðôîâû êîìïàêòû, A = K \ {a1, . . . , am} è

B = S \ {b1, . . . , bn} � ïëîòíûå ïîäìíîæåñòâà â K , S ñîîòâåñòâåííî,

n ̸= m è äëÿ ëþáîãî j ≤ n õàðàêòåð òî÷åê bj ñ÷åòåí. Òîãäà
ïðîñòðàíñòâà Cp(A) (K ) è Cp(B) (S) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíûìè.



Èñïîëüçóåìûå ôàêòû

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ôàêòû:

íåïðåðûâíûå ëèíåéíûå ôóíêöèîíàëû íà Cp (K ) èìåþò âèä
f = α1δk1 + · · ·+ αnδkn , ãäå n ∈ N, αi ∈ R è δki (x) = x (ki ) äëÿ âñåõ

i ⩽ n. Íà ïðîñòðàíñòâå Cp(A) (K ) íåïðåðûâíûìè áóäóò òå è òîëüêî òå

ôóíêöèîíàëû, äëÿ êîòîðûõ ìíîæåñòâî {k1, . . . , kn} ⊂ A.
Ðàññìîòðèì òåïåðü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî C (K ) è åãî

ñîïðÿæåííîå C ∗ (K ), ñ íîðìîé ∥f ∥ = sup{|f (x)| : ∥x∥ ⩽ 1}. Èçâåñòíî,
÷òî ñóùåñòâóåò èçîìåòðè÷åñêèé èçîìîðôèçì ΦK ïðîñòðàíñòâà C ∗ (K )
íà ïðîñòðàíñòâî M(K ) âñåõ ðåãóëÿðíûõ ñ÷åòíî àääèòèâíûõ

áîðåëåâñêèõ ìåð íà K , òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé ìåðû µ ∈ M(K ),
(ΦKµ) (x) =

∫
K

x dµ äëÿ âñåõ x ∈ C (K ) è ∥ΦKµ∥ = |µ|, ãäå |µ| � ýòî

âàðèàöèÿ ìåðû µ íà êîìïàòêå K . Ôóíêöèîíàë ΦKµ áóäåì îáîçíà÷àòü

Fµ.



Äîêàçàòåëüñòâî

Ïðåäïîëîæèì ÷òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì

T : Cp(A) (K ) −→ Cp(B) (S). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ (T ) ãðàôèê
îòîáðàæåíèÿ T . Òàê êàê T íåïðåðûâíî, Γ (T ) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â Cp(A) (K )× Cp(B) (S). Ïîñêîëüêó òîïîëîãèÿ
ïðîñòðàíñòâà C (K )× C (S) ñèëüíåå, ÷åì òîïîëîãèÿ ïðîñòðàíñòâà

Cp(A) (K )× Cp(B) (S), ïîëó÷àåì, ÷òî Γ (T ) � çàìêíóòîå ëèíåéíîå

ïîäïðîñòðàíñòâî â C (K )× C (S).
Ïî òåîðåìå î çàìêíóòîì ãðàôèêå äëÿ áàíàõîâûõ ïðîñòðàíñòâ

îòîáðàæåíèå T : C (K ) −→ C (S) òàêæå ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî è ñîïðÿæåííûé îïåðàòîð

T ∗ : C ∗ (S) −→ C ∗ (K ), äåéñòâóþùèé ïî ôîðìóëå T ∗ (F ) = F ◦ T ,

ÿâëÿåòñÿ � ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì.



Äîêàçàòåëüñòâî

Äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n ôóíêöèîíàëû δbj ∈ C ∗ (S). Íåòðóäíî

âèäåòü, ÷òî δbj = ΦSµbj , ãäå µbj ∈ M (S) è µbj (V ) =

{
1, åñëè bj ∈ V

0, åñëè bj /∈ V

äëÿ ëþáîãî áîðåëåâñêîãî ïîäìíîæåñòâà V ⊂ S . Ðàñcìîòðèì
îòîáðàæåíèå U = Φ−1

K ◦ T ∗ ◦ ΦS : M (Y ) −→ M (X ). Ïîëîæèì
dji =

(
Uµbj

)
{ai}, j = 1, · · · , n, i = 1, · · · ,m, è ðàññìîòðèì âåêòîðû

dj = (dj1, · · · , djm) ∈ Rm. Ïîñêîëüêó n > m, íàéäóòñÿ ÷èñëà cj ∈ R,
òàêèå, ÷òî c1d1 + · · ·+ cndn = 0, íî cj0 ̸= 0 äëÿ íåêîòîðîãî j0 ≤ n. Äëÿ
ñ÷åòíîé áàçû îêðåñòíîñòåé {Vr (bj0)}∞r=1

îïðåäåëèì ôóíêöèè

yr ∈ C (S), äëÿ êîòîðûõ yr (bj0) = 1, yr (S \ Vr (bj0)) ⊂ {0} è ∥yr∥ = 1.

ßñíî, ÷òî â ïðîñòðàíñòâå Cp(B) (S) lim
r→∞

yr = 0, ãäå 0 � ôóíêöèÿ,

òîæäåñòâåííî ðàâíàÿ íóëþ íà S .



Äîêàçàòåëüñòâî

Òàê êàê T - ëèíåéíûé ãîìåîìîðôèçì, òî è

lim
r→∞

T−1yr = 0 ∈ Cp(A) (K ). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî lim
r→∞

(
T−1yr

)
(t) = 0 äëÿ

âñåõ t ∈ K \ {a1, . . . , am}. Â ïðîñòðàíñòâå M (K ) ðàññìîòðèì ìåðó

µ = c1Uµb1 + · · ·+ cnUµbn . Òàê êàê

µ{ai} = c1 (Uµb1) {ai}+ · · ·+ cn (Uµbn) {ai} = c1d1i + · · ·+ cndni = 0,

òî µ{a1, · · · , an} = 0. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {T−1yr}∞r=1

µ�ïî÷òè âñþäó ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé ôóíêöèè è
∥∥T−1yr

∥∥ ⩽
∥∥T−1

∥∥. Ïî
òåîðåìå Ëåáåãà î ïðåäåëüíîì ïåðåõîäå ïîä çíàêîì èíòåãðàëà

lim
r→∞

(ΦKµ)
(
T−1yr

)
= lim

r→∞
Fµ
(
T−1yr

)
= lim

r→∞

∫
K

T−1yr dµ = 0 (1)



Äîêàçàòåëüñòâî

Íî ñ äðóãîé ñòîðîíû, ΦKµ = ΦK

(
n∑

j=1

cjUµbj

)
=

n∑
j=1

cjΦK

(
Uµbj

)
=

n∑
j=1

cjT
∗ (ΦSµbj

)
=

n∑
j=1

cjT
∗ (δbj ) = n∑

j=1

cj
(
δbj ◦ T

)
.

Îòñþäà

(ΦKµ)
(
T−1yr

)
=

n∑
j=1

cj
(
δbj ◦ T

) (
T−1yr

)
=

n∑
j=1

cjδbj (yr ) = cj0 ̸= 0 äëÿ

âñåõ r ∈ N, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ðàâåíñòâó (1). Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû □



Ñëåäñòâèÿ

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå äëÿ ïðîñòðàíñòâ K = S = [a, b] óñëîâèå
m = n ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ

ëèíåéíîãî ãîìåîìîðôèçìà T : Cp(A) (K ) −→ Cp(B) (S).
Cëåäóÿ îáîçíà÷åíèÿì À.Â. Àðõàíãåëüñêîãî â êíèãå

¾Òîïîëîãè÷åñêèå ïðîñòðàíñòâà ôóíêöèé¿, äëÿ ïëîòíîãî

ïîäïðîñòðàíñòâà A ⊂ K îáîçíà÷èì ÷åðåç Cp (A | X ) ïîäïðîñòðàíñòâî â

Cp (A) òàêèõ ôóíêöèé, êîòîðûå èìåþò íåïðåðûâíîå ïðîäîëæåíèå íà X.
Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ñóæåíèÿ πA : Cp(A) −→ Cp (A | X )
ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ãîìåîìîðôèçìîì. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ X = [a, b] è
A = (a, b) ïðîñòðàíñòâî Cp (A | X ) � ýòî ïðîñòðàíñòâî ðàâíîìåðíî

íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé íà (a, b) ñ òîïîëîãèåé ïîòî÷å÷íîé ñõîäèìîñòè.

Ñëåäñòâèå

Åñëè X = [a, b], A = (a, b) è B = [a, b), òî ïðîñòðàíñòâà Cp (A | X ) è
Cp (B | X ) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.



Ñëåäñòâèÿ

Îáîçíà÷èì ÷åðåç c áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ñõîäÿùèõñÿ

÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ñ íîðìîé

∥{xn}∞n=1
∥ = sup{| xn |: n ∈ N}, à ÷åðåç c0 ⊂ c � ïîäïðîñòðàíñòâî

ñõîäÿùèõñÿ ê íóëþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé. Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

ïðîñòðàíñòâî c0 ëèíåéíî ãîìåîìîðôíî c, à ïðîñòðàíñòâî c ëèíåéíî

ãîìåîìîðôíî ñâîåé êîíå÷íîé ñòåïåíè, òî åñòü c ∼ c0 è c ∼ cn, n ∈ N.
Åñëè æå ìû ðàññìàòðèâàåì ïðîñòðàíñòâî c êàê

ïîäïðîñòðàíñòâî â òèõîíîâñêîì ïðîèçâåäåíèè âåùåñòâåííûõ ïðÿìûõ∏
ℵ0

R, òî c = Cp(A) [1, ω], ãäå A = [1, ω) è ω � ïåðâûé áåñêîíå÷íûé

îðäèíàë. Äëÿ ïîäïðîñòðàíñòâà c0 ⊂
∏
ℵ0

R, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

c0 ∼ Cp [1, ω]. Îòñþäà è èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì

Ñëåäñòâèå

Åñëè c0 ⊂ c ⊂
∏
ℵ0

R, òî ïðîñòðàíñòâà c
n, cm ïðè n ̸= m, à òàêæå c0 è c,

íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.



Ñëó÷àé ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ

Ïóñòü òåïåðü K è S ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ìåòðèçóåìûå

ïðîñòðàíñòâà. Â ýòîì ñëó÷àå ìû èñïîëüçóåì òåîðåìó î çàìêíóòîì

ãðàôèêå äëÿ ïðîñòðàíñòâ Ôðåøå. Ïðîñòðàíñòâî CC (K ) è CC (S)
îïðåäåëåííîå íà ëîêàëüíî êîìïàêòíîì ìåòðèçóåìîì ïðîñòðàíòñâå S è

íàäåëåííîå òîïîëîãèåé ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè íà êîìïàêòíûõ

ïîäìíîæåñòâàõ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì Ôðåøå åñëè w (S) ≤ ℵ0.



Ñëó÷àé ëîêàëüíî êîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâ

Òåîðåìà

Ïóñòü K , S � ìåòðèçóåìûå ëîêàëüíî êîìïàêòíûå ïðîñòðàíñòâà ñî

ñ÷åòíîé áàçîé, A = K \ {a1, . . . , am} è B = S \ {b1, . . . , bn} � ïëîòíûå

ïîäìíîæåñòâà â K , S ñîîòâåñòâåííî è n ̸= m. Òîãäà ïðîñòðàíñòâà

Cp(A) (K ) è Cp(B) (S) íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî ãîìåîìîðôíûìè.



Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!


