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План доклада

1 Простейший пример работы методики свободной интерполяции:
интерполяция траекторий спутников GLONASS и GPS.
В чем трудность расчета орбит с нужной точностью?
По каким данным можно рассчитать орбиты?
Классическая Лагранжева интерполяция, сравнение точности.
Нелинейная свободная интерполяция. Двухточечная
интерполяция.

2 Проблема нелинейной свободной интерполяции: зачем полином??
3 Основная проблема работы с большими данными:

их — слишком мало . . .
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Как делать выводы из данных, которых мало?
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Методологические аспекты (Викторина «Назови формулу»).
Обобщения идеи свободной интерполяции: модели сплошных
сред.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 4 / 25



План доклада

Простейший пример работы методики свободной интерполяции:
интерполяция траекторий спутников GLONASS и GPS.
В чем трудность расчета орбит с нужной точностью?
По каким данным можно рассчитать орбиты?
Классическая Лагранжева интерполяция, сравнение точности.
Нелинейная свободная интерполяция. Двухточечная
интерполяция.
Проблема нелинейной свободной интерполяции: зачем полином??
Основная проблема работы с большими данными:
их — слишком мало . . .
Методологические аспекты

(Викторина «Назови формулу»).
Обобщения идеи свободной интерполяции: модели сплошных
сред.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 4 / 25



План доклада

Простейший пример работы методики свободной интерполяции:
интерполяция траекторий спутников GLONASS и GPS.
В чем трудность расчета орбит с нужной точностью?
По каким данным можно рассчитать орбиты?
Классическая Лагранжева интерполяция, сравнение точности.
Нелинейная свободная интерполяция. Двухточечная
интерполяция.
Проблема нелинейной свободной интерполяции: зачем полином??
Основная проблема работы с большими данными:
их — слишком мало . . .
Методологические аспекты (Викторина «Назови формулу»).

Обобщения идеи свободной интерполяции: модели сплошных
сред.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 4 / 25



План доклада

Простейший пример работы методики свободной интерполяции:
интерполяция траекторий спутников GLONASS и GPS.
В чем трудность расчета орбит с нужной точностью?
По каким данным можно рассчитать орбиты?
Классическая Лагранжева интерполяция, сравнение точности.
Нелинейная свободная интерполяция. Двухточечная
интерполяция.
Проблема нелинейной свободной интерполяции: зачем полином??
Основная проблема работы с большими данными:
их — слишком мало . . .
Методологические аспекты (Викторина «Назови формулу»).
Обобщения идеи свободной интерполяции: модели сплошных
сред.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 4 / 25



Объект исследования: траектории НКА ГЛОНАСС и GPS

Номинальные траектории GPS: Круговые орбиты с периодом
обращения 1/2 звездных суток (∼ 11 ч. 58 м.), 55◦ наклонения к
экватору и радиусом ∼ 26.600 km
Номинальные траектории ГЛОНАСС: Круговые орбиты с
периодом обращения (∼ 11 ч. 15 м.), 65◦ наклонения к экватору и
радиусом ∼ 25.800 km
Реально: орбиты имеют меняющийся эксцентриситет, НКА
испытывает воздействие множества различных сил =⇒
отклонения от окружности имеют порядок нескольких километров
(десятков километров).
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Силы, действующие на НКА
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отклонения от окружности имеют порядок нескольких километров
(десятков километров).

В каком виде доступна стандартная точная информация о
реальных орбитах? Какова точность?
Формат «точных» данных: SP3-файлы для всех НКА GPS и
ГЛОНАСС на каждые сутки с 15-минутным шагом по времени;
заявляемая точность (СКО): ∼ 3 см;
Не является ли точность ∼ 3 см излишней?
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Одна старая статья . . .
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Простейшая линейная интерполяция — Лагранжева

f (t̂ ) =
N∑
i=1

f (ti )αi (t̂ ), αi (t̂ ) =
N∏

k=1,k 6=i

t̂ − tk
ti − tk

(1)

где ti — точки, в которых заданы значения f (ti ),
t̂ — «целевая точка».

Аналогичные формулы - для тригонометрической и пр. интерполяции.

Свободная интерполяция: не фиксируется вид αi (t̂ ):

f (t̂ ) =
N∑
i=1

f (ti )αi (t̂ ), (2)

Как же найти αi (t̂ ), если их вид — «произвольный»?
Простой трюк: фиксировать t̂!
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Как фиксировать t̂: вводим «шаблон интерполяции»

Определение
Шаблон интерполяции: фиксируем на временно́й оси

N последовательных SP3-моментов ti , i = 1, . . . ,N, с
15-минутным временным шагом;
положение целевой точки t̂ относительно моментов ti .
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Следующий шаг: сдвиг шаблона вдоль оси времени

f (t̂ ) =
N∑
i=1

αi · f (ti ),
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Следующий шаг: формирование системы уравнений для
αi (решается МНК)



f (t̂1) =
∑N

i=1 αi · f (ti ),
. . .

f (t̂s) =
∑N

i=1 αi · f (ti+s−1),
. . .

f (t̂K ) =
∑N

i=1 αi · f (ti+K−1).

Замечание.
Для того, чтобы найти αi , необходимо (на этапе «обучения»)
уже иметь достаточный набор известных значений f (t̂s)!
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уже иметь достаточный набор известных значений f (t̂s)!

Т.е. метод свободной интерполяции предполагает два этапа:
◦ Этап «обучения», на котором надо иметь достаточно большой набор
готовых траекторий — они дадут набор констант αi .
◦ «Пользовательский» этап, на котором не надо иметь готовые
траектории, достаточно иметь найденные αi и SP3-точки.
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Зависимость αi от целевой точки t̂

Следующий шаг: «разморозка» t̂.
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Сравнение точности Лагранжевой и свободной
интерполяции

N Л. и., СКО (мм) св. и., СКО (мм)
GPS N = 6 979.97 3.49
GLONASS N = 6 1642.11 1.35
GPS N = 8 8.67 1.11
GLONASS N = 8 15.08 0.69
GPS N = 10 0.99
GLONASS N = 10 0.70
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Нелинейная свободная интерполяция

f (t̂ ) =
N∑
i=1

αi · f (ti ),

заменяем на

x(t̂ ) =
N∑
i=1

(αi · x(ti ) + βi · y(ti ) + γi · z(ti ))

и затем на

x(t̂ ) =
N∑
i=1

(αi · x(ti ) + βi · y(ti ) + γi · z(ti )) +
∑
p≤q

κpq · wpwq + . . .

где ws — объединение наборов x(ti ), z(ti ), z(ti ).
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Нелинейная свободная интерполяция и экстраполяция,
результаты экспериментов

N deg интерп. СКО (мм) экстр. на 15 мин., СКО (мм)
2 1 35150 279693
2 3 119 951
2 4 89 713
3 1 2821 44669
3 2 1173 18649
3 3 3 49
4 1 33 8550
4 2 7 1850
4 3 0,1 4
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Двухточечная интерполяция с лунно-солнечными
ускорениями

x(t̂ ) =
∑N

i=1 (αi · x(ti ) + βi · y(ti ) + γi · z(ti )) +
∑

p≤q κpq · wpwq + . . .

+ ρxJx(t̂ ) + ρyJy (t̂ ) + ρzJz(t̂ ) + ε

где Js — лунно-солнечные ускорения на момент t̂.

deg Без ЛСУ, СКО (мм) с ЛСУ, СКО (мм)
3 119 16
4 89 3,7
5 54 2

Замечание. Аналогично по двум SP3-точкам можно находить
скорости НКА с точностью 0.001 мм/сек (т.е. 10 десятичных знаков)
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Проблема нелинейной свободной интерполяции:
зачем полином по wp??

x(t̂ ) =
∑N

i=1 (αi · x(ti ) + βi · y(ti ) + γi · z(ti )) +
∑

p≤q κpq · wpwq + . . .

+ ρxJx(t̂ ) + ρyJy (t̂ ) + ρzJz(t̂ ) + ε

В самой концепции свободной интерполяции нет необходимости брать
только полиномы по значениям интерполируемой функции в заданных
точках ti !

Как избавиться от этого ограничения? .

Например, взять

x(t̂ ) = F
(
x(ti ), y(ti ), z(ti )

)
?
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Давайте попробуем найти F
(
x(ti), y(ti), z(ti)

)
обучением

на наших «больших данных»!

Мотивирующий пример:

Количество точек:
более 1.000.000

Точность αi (t̂):
12 десятичных знаков!

Попытка обобщения:

А достаточно ли теперь
1.000.000 точек??
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Основная проблема работы с реальными большими
данными

Их — слишком мало!
Какое среднее расстояние меж-
ду двумя из 1.000.000 точек в 6-
мерном кубе со стороной 50.000
км?

Ответ: от 5.000 км до 10.000 км:

Для справки: 50.0006 > 1028.
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Методологические аспекты
(Викторина «Назови формулу»)

Пусть даны a = (a1, a2, . . . , an) и
b = (b1, b2, . . . , bn).
Как называется a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ?

Пусть дана матрица A = (aij).
Как называется At · A ?
В нашем случае: можно ли назвать формулу свободной (линейной)
интерполяции «линейной регрессией», а нелинейную свободную
интерполяцию — нелинейной регрессией?
По моему мнению, нет, т.к. траектории НКА нельзя интерпретировать
как случайные процессы.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 23 / 25



Методологические аспекты
(Викторина «Назови формулу»)

Пусть даны a = (a1, a2, . . . , an) и
b = (b1, b2, . . . , bn).
Как называется a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ?

Пусть дана матрица A = (aij).
Как называется At · A ?
В нашем случае: можно ли назвать формулу свободной (линейной)
интерполяции «линейной регрессией», а нелинейную свободную
интерполяцию — нелинейной регрессией?
По моему мнению, нет, т.к. траектории НКА нельзя интерпретировать
как случайные процессы.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 23 / 25



Методологические аспекты
(Викторина «Назови формулу»)

Пусть даны a = (a1, a2, . . . , an) и
b = (b1, b2, . . . , bn).
Как называется a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ?

Пусть дана матрица A = (aij).
Как называется At · A ?

В нашем случае: можно ли назвать формулу свободной (линейной)
интерполяции «линейной регрессией», а нелинейную свободную
интерполяцию — нелинейной регрессией?
По моему мнению, нет, т.к. траектории НКА нельзя интерпретировать
как случайные процессы.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 23 / 25



Методологические аспекты
(Викторина «Назови формулу»)

Пусть даны a = (a1, a2, . . . , an) и
b = (b1, b2, . . . , bn).
Как называется a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ?

Пусть дана матрица A = (aij).
Как называется At · A ?
В нашем случае: можно ли назвать формулу свободной (линейной)
интерполяции «линейной регрессией», а нелинейную свободную
интерполяцию — нелинейной регрессией?

По моему мнению, нет, т.к. траектории НКА нельзя интерпретировать
как случайные процессы.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 23 / 25



Методологические аспекты
(Викторина «Назови формулу»)

Пусть даны a = (a1, a2, . . . , an) и
b = (b1, b2, . . . , bn).
Как называется a1b1 + a2b2 + . . . + anbn ?

Пусть дана матрица A = (aij).
Как называется At · A ?
В нашем случае: можно ли назвать формулу свободной (линейной)
интерполяции «линейной регрессией», а нелинейную свободную
интерполяцию — нелинейной регрессией?
По моему мнению, нет, т.к. траектории НКА нельзя интерпретировать
как случайные процессы.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 23 / 25



Литература (траектории НКА)

A. Pustoshilov, S. Tsarev,
Universal Coefficients for Precise Interpolation of GNSS Orbits from
Final IGS SP3 Data, International Siberian Conference on Control and
Communications, SIBCON 2017,
http://ieeexplore.ieee.org/document/7998463/

Пустошилов, А. С.П. Царев,
Высокоточное восстановление орбит спутников ГНСС методом
обучения по расширенным SP3-данным, Успехи совр.
радиоэлектроники. 2017. No 12. с. 48-52.

А.С. Пустошилов, Ю.Ю. Ушаков, С.П. Царев
Двухточечная свободная нелинейная интерполяция координат и
скоростей навигационных спутников по SP3-данным, Успехи совр.
радиоэлектроники. 2018. No 12.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 24 / 25



Литература (сплошная среда)

S. Tsarev, V. Denisenko, M. Valikhanov,
Multidimensional Free Interpolation Framework for High-precision
Modeling of Slant Total Electron Contents in Mid-latitude and
Equatorial Regions, Journal of Siberian Federal University.
Mathematics & Physics, 2018, v.11(6), p.781–791.

М.М. Валиханов, В.В. Денисенко, С.П. Царев
Высокоточная модель ионосферной задержки сигналов ГНСС на
основе многомерной свободной интерполяции, Успехи совр.
радиоэлектроники, 2018, No 12.

С.П.Царев Свободная интерполяция 13.12.2018 25 / 25


